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(Por Olga W. Ismael) O cometa C/2020 F3 (NEOWISE), o mais brilhante
desde a passagem do cometa Halley em 1997, esteve em seu periélio no dia 3
de julho de 2020. Nos horizontes da Serra da Mantiqueira, o cometa Neowise
pode revelar-se com todo o seu esplendor, mesmo através de um equipamento
composto por uma DSLR, uma lente simples e um tripé sem acompanhamento
celeste.

A foto foi tirada no dia 25 de julho, quando o cometa ja estava com uma
magnitude aparente +5. Os observadores no Hemisfério Norte foram privilegia-
dos com uma visao melhor do cometa, ja que ele tinha uma 6rbita perpendicular
ao Equador Celeste, indo de Norte a Sul. Enquanto o cometa comecava a ser
visivel no hemisfério Sul na direcao Noroeste, apds ter passado por tras do Sol,
ele estava mais alto e menos brilhante a cada dia. A Lua crescente vinha se
aproximando, cujo brilho dificultou o processo de observacao e fotografia do
cometa. A olho nu, o Neowise sequer podia ser notado. Porém, com bindéculos,
o centro do cometa podia ser visto como uma mancha cinza e difusa.
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Assim, no dia 25 de julho, com o céu totalmente aberto, a classica tempera-
tura seca e rispida do inverno do Sul de Minas Gerais e 2 horas de caminhada
até a montanha com vista mais préoxima e plana do horizonte, 120 frames de
10 segundos foram fotografados minutos apds o por do Sol e, posteriormente,
processados com técnicas sofisticadas. Sua cauda azul, composta por gas e fons,
foi dificil de ser observada no hemisfério sul. Porém, a cauda dourada pode ser
facilmente avistada com bastante sinal presente na imagem. Esta fotografia
é um registro de uma das efemeridades da natureza. Infelizmente, a proxima
passagem do cometa Neowise serd daqui a 6800 anos.

Data da foto: 25/07/2020

Figura 1: Ilustrag@o da trajetoria do cometa na esfera celeste
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Guia e Errata

O objetivo primario deste livro é auxiliar estudantes que sonham em re-
presentar o Brasil em uma olimpiada internacional de astronomia. O primeiro
passo para isso é conhecer o processo:

1. OBA

A Olimpiada Brasileira de Astronomia e Astrondutica (OBA) é a porta
de entrada para o processo que seleciona os alunos que irao participar
das seletivas das internacionais. Por ser uma olimpiada de grande escala,
seu principal objetivo é promover o interesse entre jovens pela astronomia,
fisica e ciéncias afins. Estudantes do 9° do ensino fundamental que tirarem
mais que 9 e estudantes do ensino médio que tirarem mais que 7 passam
para a proxima etapa.

2. Seletivas Online

Cerca de 10.000 alunos sao convidados as seletivas online, que consistem
de trés provas realizadas virtualmente com o intuito de selecionar 150
alunos para a préxima etapa. A nota na OBA néo influencia a classificagao
do aluno, porém hd um grande salto de conhecimento entre essas duas
fases: enquanto a OBA possui um cardter mais informativo, as seletivas
online exigem que o aluno tenha estudado previamente diversos contetidos
fundamentais relacionados a astronomia e fisica.

3. Barra do Pirai

Todo ano, em meados de Marco, cerca de 150 jovens reinem-se em um
hotel fazenda na cidade de Barra do Pirai - RJ para realizar uma bateria
de provas que seleciona cerca de 30 alunos para a préxima e ultima etapa
das seletivas. A estadia no hotel envolve um custo da ordem de mil reais
- caso voceé nao tenha condigoes de arcar com este valor, veja a secao de
Doacgoes no inicio do livro.



4. Treinamentos de Vinhedo

A dltima etapa das seletivas ocorre ao longo do primeiro semestre de cada
ano e consiste de duas fases, conhecidas como T1 e T2. Na cidade de
Vinhedo - SP, cerca de 30 alunos reinem-se em um mosteiro para realizar
provas e ter aulas com professores renomados no ensino de astronomia no
Brasil e no mundo. Neste etapa, os estudantes sao avaliados em provas
produzidas por ex-participantes brasileiros de olimpiadas internacionais
para selecionar os 10 alunos que irao representar o Brasil ao redor do
mundo, 5 na olimpfada internacional (IOAA) e 5 na olimpfada latino-
americana (OLAA).

Cada uma dessas etapas é mais seletiva que a anterior e, portanto, exige
cada vez mais do aluno. O NOIC possui guias para cada uma delas, que podem
ser acessados por meio deste link. Entretanto, todas as provas das seletivas
apresentam uma caracteristica em comum: o conteido cobrado é essencial-
mente o mesmo. Ao longo do processo, o principal fator que faz com que as
provas de Vinhedo sejam mais dificeis que as seletivas online nao é a presenca
de assuntos mais avangados, e sim um aprofundamento dos mesmos conceitos
bésicos cobrados inicialmente. A astronomia é a ferramenta, e ndo a chave de
todo o processo. Desse modo, este livro ensina os principais contetidos para que
todo estudante possa desenvolver a base necessaria para se classificar para uma
olimpiada internacional.

O tnico pré-requisito para se aventurar pelas préximas paginas é possuir
a vontade de aprender - todo o resto é consequéncia disso. Entretanto, vale
ressaltar que, apesar do primeiro capitulo possuir uma segao dedicada a ma-
tematica béasica, é inevitavel que conhecer os fundamentos da linguagem que
serd utilizada no decorrer deste livro é muito 1til para obter o maximo de pro-

veito.

No fim de cada capitulo, ha cerca de 10 questoes divididas em 3 niveis:
iniciante, intermedidrio e avancado. A primeira divisdo foi pensada para uma
questao das seletivas online, enquanto a ultima apresenta o calibre de uma
questao de Barra do Pirai. As intermedidrias enquadram-se em um meio-termo.
Recomendamos que vocé faga muitos problemas além daqueles presentes neste
livro, como os recomendados nos guias de estudo. Além disso, os apéndices sao
essencialmente capitulos curtos de tépicos que nao se enquadravam bem nos
demais capitulos. Assim, é fortemente recomendado estudé-los.

Por fim, caso vocé encontre algum erro (gramatical, algébrico, etc), por favor
preencha este formulario para que a equipe do NOIC possa corrigi-lo em uma
futura edicdo. Para dividas adicionais, nos mande uma mensagem por meio
deste canal do telegram - serd um prazer lhe ajudar!


https://noic.com.br/astronomia/guia/
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLScbsRiYMZVt07wOReRe2ahelFNcEkoXPGkW2UDUsouv5oY3Xg/viewform?usp=sf_link
https://t.me/joinchat/4vexIHIcjE04NDU5

Tabela de Constantes

Massa (Mg )

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa
Raio
Distancia média a Terra

Inclinagdo Orbital com a Ecliptica
Albedo
Mag. aparente (lua cheia média)

Massa (M)

Raio (Ro)

Luminosidade (Lg)
Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (me)
Diametro Angular

Diametro da pupila humana
Mag. limite do olho humano nu

1UA
1pc

Constante Gravitacional (G)
Constante de Planck (h)

Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Hubble (Hp)
Velocidade da luz no vécuo (c)

5,98 - 10%* kg

6,38 -10° m

9,8 m/s*

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7.35-10%2 kg
1,74-10% m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 10%° kg
6,96 - 108 m
3,83-10%° W
4,80 mag
—26,7 mag
32/

6 mm

+6 mag

1,496 - 10*t m
206.265 UA

6,67-10" 1 N -m? . kg2
6,63-1073* J -5
567-1078W.-m 2. K%
67,8 km-s~t- Mpc™!
3,0-10% m/s

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas



Doacoes

O Nrcleo Olimpico de Incentivo ao Conhecimento - NOIC - é uma iniciativa
sem fins lucrativos com a intengao de auxiliar alunos interessados em participar
em olimpiadas cientificas. A secdo de astronomia foi criada em 2017 e, desde
entao, ja proziu guias de estudo, centenas de aulas tedricas, dezenas de simula-
dos e, mais recentemente, um livro! Desse modo, gostariamos de pedir a ajuda
de vocé, leitor, nesta missao de democratizar o conhecimento.

Este livro foi escrito primariamente para jovens estudantes que sonham em
representar o Brasil em uma olimpiada internacional de astronomia. O processo
para isso inicia-se na OBA e passa por outras 3 etapas, das quais duas - Barra
do Piraf e Vinhedo - sdo presenciais e envolvem um custo para o aluno (sem
contar o deslocamento, cerca de mil reais). Infelizmente, a situagdo econdmica
do Brasil faz com que, todos os anos, alunos que se classificaram para essas
etapas nao consigam ir devido as despesas, assim acabando com o sonho de
competir em nome do Brasil ao redor do mundo.

Portanto, com a intengao de remediar esse problema, o NOIC esta criando
uma campanha para apoiar financeiramente alunos que comprovem a necessi-
dade financeira de arcar com os custos da viagem. No inicio de 2022 (dando
tudo certo, também nos outros anos!), iremos organizar uma prova para seleci-
onar alguns estudantes que estejam nessa condigao. Caso vocé tenha interesse
em apoiar a causa, pedimos que acesse o link abaixo para entender o funcio-
namento do projeto e encontrar o link da vakinha do ano em que vocé estiver
lendo este livro.

Link projeto https://noic.com.br/campanha/


https://noic.com.br/campanha/
https://noic.com.br/campanha/

Capitulo 1

Métodos Matematicos

O estudo pelos fendmenos da natureza fascina a humanidade desde os pri-
mordios de nossa histéria. A partir dessa curiosidade que as dreas das Ciéncias
da Natureza, como Astronomia, Fisica e Quimica, nasceram. Entretanto, a
compreensao completa desses acontecimentos transcende a simples intuigao e
a linguagem, de forma que o ser humano notou a necessidade da criagao da
Matematica, ciéncia que formalizaria a contagem, a medicao e, mais tarde, a
descrigao dos eventos ao nosso redor.

Nesse capitulo exploraremos as ideias e conceitos matematicos mais recor-
rentes no universo das Olimpiadas de Astronomia, para que sua experiéncia
durante os estudos nao seja limitada por passagens e férmulas que vocé desco-
nhecia.

1.1 Estratégias Gerais

O objetivo desta secao é apresentar algumas estratégias gerais que podem
ser utilizadas na solugao de um problema. Talvez estratégia nao seja o termo
mais apropriado, ja que a resolugao de um problema é um processo extrema-
mente individual, e ndo necessariamente envolve coordenagao. Serd fornecido,
entretanto, alguns pontos relacionados a resolugao de problemas que podem ser
considerados pelo leitor.

1. A maioria dos problemas possuird um enunciado, e todo enunciado bem
feito deve conter consideragoes (valores de alguns parametros, aproximacoes,
relagbes, ou premissas) e aquilo que vocé deve obter (geralmente o valor de
algum parametro ou uma relacdo), entao tenha certeza que vocé entendeu
todos eles e que vocé nao se esqueceu de nenhum. Se possivel, desenhe
um diagrama capturando a esséncia do problema; muitas vezes isto pode
simplificar a procura da solugao, mesmo quando o problema nao possui
nenhuma conexao geométrica evidente.

14
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Reconhega o tipo de relagoes que vocé quer. E um problema de astronomia
de posigao? de fotometria? cosmologia? Se for um problema de mecénica
celeste, por exemplo, vocé vai querer ter em mente as Leis de Kepler, as
propriedades geométricas das segoes conicas, a conservacao de energia, a
conservagao do momento angular, e assim por diante. Mas algo como a
primeira lei da termodinamica provavelmente nao vai te ajudar.

Resolva os problemas algebricamente, preferencialmente de tal forma que
a quantidade procurada seja expressa em termos das quantidades dadas;
uma solugao geral torna clara a relagao entre todas as quantidades, além
de facilitar o reconhecimento da precisao do resultado final. Escolha os
simbolos das varidveis de forma a maximizar conveniéncia e distingao vi-
sual. Por exemplo, usar v, v, v, u, 4 no mesmo problema nao é uma escolha
sabia. Somente apés ter encontrado uma resposta algébrica, substitua os
valores numéricos dados pelo enunciado.

Confira casos particulares e tenha em mente a ordem de grandeza da
resposta esperada. Ao se deparar com um problema dificil, pode ser
interessante resolver uma versao simplificada (desprezando certos fatores,
por exemplo) dele antes de partir para o problema em si. Ainda, procure
sempre conferir se a sua resposta final numérica faz sentido: ela estd muito
pequena, grande demais, contradiz alguma lei fisica? Por exemplo, caso
vocé encontre que a massa de uma estrela é préxima da massa da Terra,
provavelmente algo deu errado.

Alguns problemas dificeis se tornam evidentes utilizando aproximagoes
razoaveis. Veja a secao 1.3.

Confira a dimensio (unidade) da sua resposta. Em questoes que envol-
vem muitas varidveis, pode ser interessante parar e encontrar a dimensao
da sua resposta; caso ela ndo esteja de acordo com o esperado (e.g. a
dimensao do periodo de uma érbita estd em metros), vocé provavelmente
sumiu com alguma varidvel durante a resolugao. Ainda, somente a andlise
dimensional pode fornecer uma equacao que corretamente descreve as pro-
priedades de um sistema. Veja a segao 1.2.

Finalmente, seria interessante estressar para o leitor considerar resolver al-

guns problemas sem o uso da calculadora periodicamente. Realmente, a calcu-
ladora é um instrumento essencial, e é de extrema importancia se familiarizar
com ela (Veja a segao 1.4). Todavia, quando resolvemos problemas sem ela,
notamos padrées numéricos e manipulaces que facilitam a computagao, além
de nos esforgarmos mais na hora de obter resultados gerais.

Exemplo 1

A velocidade de escape é a minima velocidade necesséria para que um ob-

jeto eventualmente escape a influéncia gravitacional de um corpo massivo. Para
um objeto na superficie terrestre (ignorando efeitos atmosféricos), a velocidade
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de escape é aproximadamente 11.2 km/s. Calcule a velocidade de escape da
superficie de uma superterra potencialmente habitavel de raio R = 1.5Rg e
massa M = 6Mg. Considere:

Foéormula da velocidade de escape de um planeta de massa M e raio R:
[2GM
Vesc = -
R

e G=6.674x 107" m3 kg™! 52

Dados:

e Massa terrestre: Mg = 5.96 x 10?* kg

e Raio terrestre: Rg = 6.37 x 10° m

Solugao

A velocidade de escape da superficie do planeta em questao serd simples-
mente:

2GM

Vesc = R

Assim, resta apenas a computacao. Utilizando a calculadora, vocé poderia
prosseguir da seguinte maneira:

2.6.674x 1071 .6 5. 10%4
'Uesc:\/ 6.674 % 10 6-5.96 x 10 %2241{11’1/5

1.5-6.37 x 10°

Que é o resultado certo. Entretanto, sem a calculadora, vocé provavelmente
prosseguiria da seguinte maneira:

o [2G-6My | 2GMg ., [2GMg
<\ 15 -Ry Ry Rg

Vese = 20eq = 22.4km/s

E claro, o exemplo acima é bem simples, mas em problemas mais elaborados,
geralmente existem caminhos mais simples que minimizam computacao, e que
podem nao ser notados por quem cegamente utiliza a calculadora.
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1.2 Unidades e Analise Dimensional

Dizemos, sem muito pensar, que nossa altura é 1.73 m, que nossa massa é
80 kg, que faltam 30 minutos para o meio dia, e que a velocidade do carro em
que nos encontramos é 72 km/h. Quando reportamos uma quantidade fisica,
nds a comparamos (direta ou indiretamente) com um padrido apropriado, ou,
colocando de outra forma, com uma unidade de medida apropriada. Assim,
quando dizemos que temos 1.73 m, estamos afirmando que nossa altura é 1.73
vezes um padrao de comprimento chamado metro®.

Igualmente, poderiamos comparar nossa altura com qualquer outra unidade
de comprimento (polegadas, por exemplo), entretanto, deve ser evidente que a
natureza de nossa altura nao é alterada. Vamos entao representar nossa altura
por h, dizemos que a dimensdo de h, daqui para frente denotado por [h], é
Comprimento (simbolizado por L). Portanto, temos o seguinte:

h=1.73 m =173 cm = 68.11024 in = 5.675853 ft ---
[h] =L
Ainda utilizando o exemplo acima, representando nossa massa por m, o

intervalo de tempo para o meio dia por At, e a velocidade do carro por v,
temos:

m = 80 kg = 8 x 10* g = 176.37 Ibs = 2821.92 0z - --
[m] =M
At =1800s=30min=05h=1/484d ---
[At] =T
v =20 m/s =72 km/h = 44.7387 mph = 38.8769 knots - - -
[v] = LT™!

Perceba que a dimensao da Velocidade é uma combinacao das dimensoes de
Comprimento e Tempo. Fazemos entao a seguinte distingao: grandezas fisicas

derivadas sao aquelas obtidas a partir de um conjunto limitado de grandezas

I Atualmente definido como o comprimento do trajeto percorrido pela luz no vicuo durante
1/299792458 de um segundo?.

2 Atualmente definido como a duracéo de 9192631770 periodos da radiacio correspondente
a transicao entre os dois niveis hiperfinos do estado fundamental do 4tomo de césio-133.
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fisicas fundamentais. A escolha das grandezas fundamentais é, de certa forma,
arbitraria, e vai depender da classe de fené6menos considerados. Um sistema de
duas grandezas fundamentais, por exemplo, é suficiente para descrever fenémenos
cineméticos. Neste caso, poderiamos adotar Comprimento e Tempo como as
Unicas grandezas fundamentais, mas Velocidade e Tempo seriam escolhas igual-
mente vélidas, assim como Aceleragao e Comprimento. Agora, se estivéssemos
considerando fendémenos termodinamicos, seria necessario adicionar uma gran-
deza fundamental ao conjunto Massa, Comprimento, e Tempo, a Temperatura
(por exemplo); e assim por diante. Para a maioria dos fendmenos fisicos que
iremos analisar, o conjunto de grandezas fisicas fundamentais mais conveniente
e utilizado pelo SI esta resumido na Tabela 1.1. Durante todo o livro, estaremos
adotando as convengoes dimensionais e unitarias do SI.

Grandezas Fisicas Fundamentais
Grandeza Fisica Simbolo da Dimensao | Unidade no SI
Massa M quilograma (kg)
Comprimento L metro (m)
Tempo T segundo (s)
Temperatura S) kelvin (K)
Corrente Elétrica 1 ampere (A)
Quantidade de Substancia N mol (mol)
Intensidade Luminosa J candela (cd)

Tabela 1.1: Grandezas fisicas fundamentais utilizadas pelo SI.

Vamos ver alguns exemplos para clarificar esses conceitos.

Exemplo 2

Obtenha a dimensao de forga.

Solugao

Para obter a dimensao de uma grandeza fisica, é suficiente encontrar uma
relacdo entre a grandeza fisica em questdo e um conjunto de grandezas fisicas
cujas dimensoes sdo conhecidas. Por exemplo, a partir da Segunda Lei de
Newton podemos obter o seguinte:

F =ma

Onde F' ¢é a forca resultante, m a massa e a a aceleracao do objeto. Agora,
se soubermos a dimensao de m e a dimensao de a, podemos obter a dimensao de
F. A dimensédo de m é simplesmente M (i.e., [m] = M), mas qual é a dimensao
de a? Se nao for imediatamente evidente, podemos achar uma relagao entre
aceleracao e outras grandezas fisicas. Sabemos que a aceleragao média de um
objeto pode ser escrita da seguinte forma: a,, = Av/At. Mas [Av] = LT ! e
[At] =T, logo [a,,] = [a] = LT~2. A dimensdo de forca entdo sera:
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[F] = MLT?

Exemplo 3

Obtenha a dimensao do numero 3.

Solugao

O ntmero puro 3 é desprovido de quaisquer dimensdes fisicas (i.e., ele é
adimensional). E para qualquer niimero ou constante adimensional, a dimensao
é definida como 1.

B8] =1

Exemplo 4

Obtenha a dimensao de energia

Solucao

Podemos utilizar a cldssica férmula da energia cinética:

Principio da Homogeneidade

Um dos objetivos das ciéncias naturais é encontrar uma equagao que re-
lacione as variaveis de um sistema. Como relacoes de igualdade sao tao uteis,
enorme esforgo foi colocado em aché-las através de diversos métodos matematicos.
A anédlise dimensional é um desses métodos que, a partir de um dos principios
mais simples, nos leva do desentendimento quase completo de um fenémeno
até uma equagao que corretamente relaciona as varidveis de um sistema. Este
principio bésico é o da homogeneidade dimensional.

Principio da Homogeneidade Dimensional: Apenas grandezas comen-
surdveis (i.e., que possuem as mesmas dimensoes) podem ser igualadas, compa-
radas, ou adicionadas.
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E devido a este principio que nao faz sentido dizer que 1 ohm é igual a
1 newton, que 5 tesla é maior que 3 hertz, ou que 2 kelvin mais 6 ampere é
alguma coisa. Mas faz sentido, entretanto, dizer que 4 quilometros é maior que
2 milhas nduticas (pois ambos possuem a mesma dimensao).

Agora, supondo que durante o estudo de um problema, suspeitamos que uma
grandeza f em consideragao depende dos parametros aq, as, ..., a, do sistema
através de uma relacao do seguinte tipo:

« (0% (03
flai,ag,...,an) =k aftay?---ap
Onde k, a1, as, ..., a, sao constantes adimensionais. Entao, se as dimensoes
dos parametros f,ai,as,...,a, forem conhecidas, podemos encontrar os expo-
entes a1, qo,...,q, devido ao principio da homogeneidade (pois ambos lados

da equac@o devem possuir a mesma dimensao). Um exemplo facilitard o enten-
dimento do processo.

Exemplo 5

Uma massa pontual, suspensa através de um fio inextensivel de massa des-
prezivel conectado a um suporte fixo, realiza pequenas oscilagoes. Calcule o
periodo do péndulo simples.

/
N /

\
\ P
S. | &

Figura 1.1: Péndulo simples

Solucao

Primeiramente, precisamos determinar quais parametros do sistema influ-
enciam o perfodo de oscilagdo (P) do péndulo. O comprimento do fio (I) pro-
vavelmente tem alguma influéncia, a massa do objeto suspenso (m) também
pode ser um bom candidato, assim como a aceleragao gravitacional local (g),
que é essencialmente o que faz o péndulo oscilar. Vamos supor entao (com base
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apenas em nossa intuigao e no fato de muitas relagoes fisicas terem essa forma)
a seguinte relagao:

P(m,l,9) = k m®1°g"

Para prosseguir, temos que encontrar as dimensoes de todos os parametros
da equagdo acima. O leitor deve verificar que: [P] = T, [m] = M, [I] = L,
[g] = LT2. Devido ao principio da homogeneidade, ambos lados da equagao
acima devem ter a mesma dimensao, logo, podemos escrever o seguinte:

MOLOTY = MeLP(LT~?)"

MOLOTY = ML=
Obtemos entao o seguinte sistema de equagoes:

a=20

B+v=0
—2y=1

Assim, o =0, 8 =1/2, v = —1/2. Substituindo na equagao inicial:
l
P=Fk,/-
g

Realmente, para um péndulo simples, o periodo de uma oscilacao sera:

P =2r £
g

Este resultado é geralmente obtido derivando e resolvendo uma equagao
diferencial para a oscilacao de um péndulo. Nés, entretanto, acabamos de obté-
lo a partir de consideragoes completamente diferentes e sem qualquer uso de
calculo. Mas tenha em mente que a andlise dimensional tem suas limitagoes, e
nao deve substituir uma derivagao tedrica. Mas quando uma formulagao teérica
completa de um fenémeno é impraticavel (quando se trabalha com fluidos ou
turbuléncia, por exemplo) a andlise dimensional oferece intuigao que é dificil de
se obter experimentalmente. Segue agora um exemplo com maior “relevancia”
astrondmica.

Exemplo 6

Duas nuvens esféricas e difusas de hidrogénio molecular estao localizadas no
disco da Via Léctea. Uma delas (nuvem A) possui um raio quatro vezes maior
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do que o da outra (nuvem B). Sabendo que as duas nuvens possuem massas si-
milares (M4 =~ Mp) e desprezando as velocidades iniciais das moléculas, calcule
a razao entre o tempo de colapso da nuvem A e da nuvem B.

Solugao

O colapso de uma nuvem molecular é um fenémeno gravitacional, entao é
de se esperar que o tempo de colapso t. dependa da constante gravitacional
(@), da massa da nuvem (m), e do raio da nuvem (r). Assim, vamos supor a
seguinte relagao:

t(G,m,r) = k GOmPr?
Prosseguindo como anteriormente, temos:
MOLOT = (M'L3T2)*MPLY

Obtemos entao o seguinte sistema de equagoes:

B—a=0
3a+v=0
—2a=1

Assim, o = —1/2, § = —1/2, v = 3/2. Substituindo na equagao inicial:

R3
te=k\| 5—
GM
Logo:
fea _ £ -8
ten 13

1.3 Aproximacoes

A priori, pode parecer irrelevante estudar como resolver questoes de modo
“inexato”. Entretanto, as aproximagoes possuem uma extrema importancia
em situacgoes fisicas: elas possibilitam resolver questoes que, sem elas, seriam
impossiveis, e podem simplificar muito a conta em certas questoes, assim eco-
nomizando tempo. Dito isso, vejamos os tipos de aproximacoes.
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1.3.1 Aproximacgoes Numéricas

Também conhecidas como “arredondamento”, as aproximacoes numéricas
costumam ser bem intuitivas. Essencialmente, a ideia é nao escrever uma res-
posta final desnecessariamente “grande” e saber o que fazer para “diminui-la”.
Mais adiante, serd visto que dependendo dos dados da questao, sua resposta
deve ter uma quantidade especifica de niimeros apods a virgula - os chamados
algarismos significativos (se¢ao 1.5). Assim, saber como reduzir propriamente
o numero de digitos de sua resposta é importante.

O procedimento é simples: se vocé quiser que um nimero tenha 3 casas
depois da virgula, basta sumir com os niimeros que vem depois da 3% posicao.
Agora, teremos um nimero com 3 casas depois da virgula, mas queremos que
ele seja o mais préximo possivel do nosso nuimero original. Para isso, basta
compararmos o 42 niimero com 5 - caso ele seja maior ou igual a 5, arredondamos
para cima, caso contrario, arredondamos para baixo. O exemplo a seguir ilustra
esse método:

Exemplo 7

Arredonde os seguintes nimeros:
a) 6,11526 — 3 digitos
b) 4,398372394589 — 4 digitos

c) 8,56453456 — 3 digitos

Solugao

a) Fazendo o procedimento descrito, vamos deixar o nimero com apenas 3
digitos ap6s virgula: 6,11526. Agora vemos o 4° digito: 2. J4 que 2 < 5,
nao precisamos arredondar para cima, ou seja, 6,11526 ~ 6,115.

b) Novamente, 4,398372394589. Como 7 > 5, 4,398372394589 ~ 4,3984,
isto é, tivemos que adicionar uma “unidade” no ultimo digito.

c) Temos 8,56453456. Perceba que o quarto digito apds a virgula é 5, logo:
8,56453456 ~ 8,565.

1.3.2 Aproximacgoes Trigonométricas

Diferente do tipo anterior, as aproximacgoes trigonométricas sao importantes
para encontrar resposta final algébrica de uma questao.
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Como as distancias até os astros sao muito grandes, é recorrente na as-
tronomia tratarmos de angulos muito pequenos. Dessa forma, é interessante
simplificarmos algumas fungoes trigonométricas por valores mais simples. Em
especial, as aproximagoes mais usadas sao:

senz ~ tanz ~ ¢ [rad], para z < 1

Idealmente, essa aproximagao sé é valida para angulos extremamente pe-
quenos, porém ja é razoavel utiliza-la para x < 10°. No entanto, dificilmente
serd pedido para que vocé faca essa aproximacao sem qualquer aviso prévio no
enunciado (por exemplo, “considere as aproximagoes para angulos pequenos”).
Agora, vamos ver dois exemplos de aplicagdo dessa aproximagao.

Exemplo 8

Calcule o didmetro angular da Lua sabendo que seu raio vale R = 1740 km
e que sua distancia até a Terra é d = 384000 km. O diadmetro angular da Lua
é o angulo compreendido por ela quando vista da Terra.

Solugao

Vamos chamar o diametro angular da Lua de . Pela figura 1.2, vemos que
o seno de 6/2 é:

sen(0/2) = %

Agora, note que a D é bem maior que R (mais que 100 vezes). Isso sig-
nifica que o angulo 6 (e 6/2) é pequeno, entdo podemos realizar a seguinte
aproximagao:

sen(0/2) = 6/2
Juntando essas expressoes:

R 2R
02~ — = 0= —
/ d d

21740 e
6= Sooss = 9,06 x 107 rad =312
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d .
- Ll

Figura 1.2: Didmetro angular

Exemplo 9

A resolucao angular € de um instrumento 6ptico de abertura D observando
luz no comprimento de onda A é dada por:

A
0=1,22—
sen 225

Assim, calcule a distancia maxima que um corpo de tamanho L = 2m pode
estar de nds para que possamos vé-lo. Considere que o diametro do olho humano
é 6 mm e estamos enxergando a luz no comprimento A = 550 nm.

Solucgao

Para comecar, note que D é cerca de 10* vezes maior que ), ou seja, 0 é
pequeno. Assim, usando sen f = 6:

A
0~1,22—
D

Logo,
550 - 1079
6-10-3
Agora, precisamos interpretar o que esse valor significa. A resolugdo angular
é o tamanho angular minimo que um objeto pode ter para que possamos vé-lo.
Portanto, aproveitando o exemplo anterior, sabemos que:

6 =122 x =1,12-10"*rad

3Note que as unidades de R e D sdo iguais, logo o dngulo sai em radianos. Caso queira
ver melhor como converter angulos entre si, veja a segao 1.6.4.
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Onde d é a nossa distancia até o objeto. Finalmente,

2
Tm = 112107 = |d=1,79 10" m]|

A fins de comparagao, vamos encontrar a resposta final sem aproximar nada.
Temos que o diametro angular 6 é:

L
= 2 S -1 —_—
0 sen <2d>

Por outro lado, a resolugao angular (que também vale 6 no caso limite) pode

ser encontrada por:
1,22
f =sen ! (=
sen ( ) )

Juntando essas expressoes:

L 1,22\
71 — p— 71 7’
2sen <2d> sen < >

i é (SGH (sen1(1é22/\/D)>>_1

O que nao é uma resposta muito agradavel. Isso mostra um dos motivos
pelos quais as aproximagoes algébricas sao tao importantes.

Reescrevendo:

1.3.3 Aproximacgao Binomial

Outro tipo de aproximacao algébrica extremamente importante é a apro-
ximacao binomial. Ainda mais do que as aproximagcoes trigonométricas, ela é
especialmente importante por possibilitar a resolugao de problemas que seriam
essencialmente impossiveis de ser resolvidos sem ela. Temos:

‘(14—3:)” ~ 1+ nx, para |z| < 1.‘

Ainda, é muito comum utilizar as seguintes manipulagoes quando estamos
utilizando a aproximacao binomial:

y n
(x+y)”:x”(1+7) e — =z "
x
Vamos ver um exemplo para ilustrar essa aproximacgao.

Exemplo 10

A férmula geral do redshift de um corpo luminoso em fungao de sua veloci-
dade é dada por:
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z = C+v—1.
Ve—w

Entretanto, essa férmula acaba sendo desnecessariamente trabalhosa quando
estamos trabalhando com velocidades relativamente baixas, isto é, no limite
v & c¢. Dessa forma, demonstre que nesse regime o redshift pode ser escrito
como:

()
zZ = -

Solucgao

Para resolver o exercicio, queremos deixar os parametros em fungao da razao
v/c, uma vez que, pelo enunciado, v/c < 1. Logo, colocando ¢ em evidéncia
em cima e em baixo da equagao:

D), VT oy?
=)

Utilizando a aproximagao binomial, obtemos:

() (- () (e 5)

Finalmente, aproximando de novo:

ol
/
—

I
ol
~—

|
N

[

—_

v
~14+2——-1
* + 2c

v
=|z=-
C

OBS.: Quando o enunciado diz que a aproximagao binomial é vélida (em
geral, o exercicio avisa quando essa aproximagio pode ser 1til), é bom ter em
mente que estamos aproximando as coisas em primeira ordem. O porqué
disso nao é muito relevante, mas é bom saber que isso significa que estamos
essencialmente desprezando os termos com expoentes maiores que 1. Assim, se

2
v , . .
aparecesse um termo (7) , poderiamos simplesmente aproximé-lo como zero.
c

Dito isso, perceba que poderiamos, ao invés de utilizar a aproximagao binomial
novamente, fazer:

2 2
2c 2c 2c c c
v
c

=z =

Ou seja, chegarfamos na mesma coisa.
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1.3.4 Ideias para resolugao de exercicios

Além de saber como simplificar as contas, é essencial conseguir modelar o
enunciado para que seja possivel utilizar as aproximagoes apresentadas. Para
isso, é importante que vocé esteja acostumado com algumas ideias recorrentes
em exercicios. Nessa secao, iremos trabalhar duas dessas ideias principais e
ilustra-las com exemplos.

Note que ainda ha mais outras duas ideias, porém elas sao avangadas até
para o nivel de Barra, mas elas foram colocadas por completude. Elas estao
marcadas com asteriscos (*%*).

Ideia 1: Analisar uma pequena variacao de tempo At

Ao abordar um problema, pode ser 1til ver como a situacao se altera apos
um pequeno intervalo de tempo At. Isso pode ser uma variacdo do volume,
distancia ou massa, por exemplo. A vantagem desse método é que, como o
intervalo de tempo é pequeno, podemos aproximar as grandezas que dependem
dele em primeira ordem. Segue um exemplo para ilustrar o método:

Exemplo 11

(P3 Online/2021) Estrelas quentes, como as supergigantes de tipo espectral
B, apresentam ventos estelares rapidos, com velocidades tipicamente da ordem
de 2000 km/s. Essas estrelas tém luminosidades da ordem de 3,8 - 103t W e
temperaturas efetivas tipicas de T~ 20000 K. Admita que os ventos se origi-
nam nas vizinhangas da superficie da estrela, onde r = 2R e a densidade média
do vento estelar é de p ~ 10~ kg/m3. O raio da estrela é R e r é a distancia
entre o centro da estrela e o local de origem do vento estelar. Assim, calcule
a taxa de perda de massa dessas estrelas causada pelos ventos, sabendo que
o=567-1078Wm 2K %

Dado: a luminosidade L de uma estrela de raio R e temperatura T é:

L = 47 R?cT*

e o volume de uma esfera de raio r é:

Solugao
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Figura 1.3: Ilustracao do problema.

Primeiramente, pode-se perceber que precisamos do raio da estrela para
resolver do exercicio. Para calculd-lo, basta utilizar a férmula de luminosidade:

L 3,8 10°!
L=4rR*cT" = R =/ = :
e droT* 47 x 5,67 105 x (2 - 10%)4

= R=18-10"m

Agora comega a parte mais complicada do exercicio. Na regiao que dista
r = 2R do centro da estrela, estao se formando ventos estelares com velocida-
des |T] = 2,0 - 10°m/s com sentido apontando para fora da estrela, ou seja,
existe uma certa quantidade de massa saindo da estrela a todo instante, assim
como mostra a figura 1.3. Um jeito bom de saber a quantidade de massa que
sai por unidade de tempo é deixar passar um At pequeno e calcular a quan-

m
tidade Am de massa que saiu, de forma que taxa @ serd simplesmente ¢ = AL

Quando passar esse curto intervalo de tempo At, os ventos solares terao
percorrido uma pequena distancia vAt (vAt < r), ou seja, os ventos solares
terdo aumentado de volume por um AV representado na regido sombreada da
Figura 1.4.
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Figura 1.4: Variagao do volume dos ventos solares.

Esse volume AV pode ser interpretado como o volume de uma esfera de raio
r + vAt subtraido do volume de uma esfera de raio r. Assim:

AV = gﬂ(r + vAt) — gwr?’.

Lembre que queremos utilizar a aproximacao binomial?, entdo é interessante

vAt 3
fazermos com que aparega — (que é < 1), portanto:
r

4 A\ 4
AV = —qmrd (1 + U) -
3 T 3
Utilizando a aproximacao binomial:
4 3vAt 4 4 4
AV%§7TT3 (1+ Y ) —§7T7“3=* 3 4 dmr?vAt — —aT

= AV = 4rrivAt

4Note, novamente, que estamos aproximando em primeira ordem, entdo vocé poderia abrir
o binémio (r + vAt)3 e dizer que todos os termos em que o At aparece com um expoente
maior que 1 s@o aproximadamente 0 para obter o mesmo resultado. Entretanto, é bom se
acostumar com a aproximacao binomial, pois ndo seria possivel fazer isso caso o expoente nao
fosse natural.
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Agora que temos o volume de vento que saiu, sabemos que a massa expelida
¢é simplesmente esse valor multiplicado pela densidade, isto é:

A
Am = pAV = 4rr? puAt = A—T = =4mr’pu

Substituindo os valores:

0 =4m(2x 1,8-10')2 x 107! x 2,0-10°

=p=233-10"kg/s

Ideia 2: Construgoes Geométricas

Seria muito mais simples resolver o ultimo exemplo caso houvesse uma
rapida de encontrar o valor de AV, e é justamente isso que veremos agora!
Apresentaremos aqui duas construgoes geométricas que podem ser tuteis.

e Coroa Circular

Este nao é um caso muito recorrente, pois na astronomia os corpos costumam
ser tridimensionais, porém ele ajuda a criar uma intuigao para o compreendi-
mento do préximo caso. Essencialmente, queremos ver o quanto a area de nosso
circulo de raio R aumenta quando o raio varia de um AR pequeno (AR < R).
A figura 1.5 retrata a situagao.

Figura 1.5: Representagao da coroa circular.

O jeito padrao de resolver isso seria escrever a variacdo da drea como:
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2
AA=7m(R+AR)? — nR* = 7R? (1 + AR) — TR?

E entao realizar a aproximacao binomial:

AA = %% + 2rRAR — #R? =27 RAR]

Entretanto, hd um jeito muito mais intuitivo de imaginar essa aproximagao,
que esta ilustrado na imagem abaixo:

2R
N/
~~ AR

Figura 1.6: Ilustracao da aproximacao feita.

Assim, a variagao da drea AA pode ser tratada como um retangulo de base
27 R e altura AR. Logo:

AA =21RAR

Isto é, a variagao da &area é simplesmente o perimetro da circunferéncia
original multiplicado pela variacdo do raio.’

e Casca Esférica

No exemplo 11, mostramos a partir da aproximacao binomial que o volume
de uma casca esférica de espessura AR é AV = 4rR2AR. Agora, vamos provar
isso de maneira andloga ao que fizemos para a coroa circular.

Utilizando a intuigdo da construgao anterior, iremos “abrir” a casca esférica
de forma a tornd-la um paralelepipedo com &drea da base A e espessura AR,
como pode ser visto na figura 1.7. Por construcio, a drea A serd simplesmente
a 4rea superficial da esfera original, isto é, A = 4mR?. Logo, a variacdo de
volume é:

AV = 47R?AR, se AR < R.

5Lembrando que isso sé vale quando AR < R.
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Assim, a variagao do volume é simplesmente a area superficial da esfera
original multiplicada pela variagao do raio.

A

AR

Figura 1.7: Casca esférica aberta como um “plano”.

Ideia 3**: Toda curva pode ser reta, dada uma variagdo pequena o
suficiente

Esse fato é bem intuitivo: tente fazer a letra O usando apenas 4 retas.
Vocé provavelmente irda fazer um quadrado fazendo um O parecido com um
retangulo. Agora, com 16 retas ao invés de 4, o resultado serd uma letra O bem
mais préxima da realidade. Assim, é ficil de ver que no limite em que vocé
pode usar infinitas retas, sua letra O serd exatamente igual a um circulo. Logo,
concluimos que toda curva é constituida de um conjunto infinito de retas.

H& uma consequéncia extremamente importante disso: se pegarmos um des-
locamento pequeno em uma curva, podemos aproximéa-lo para uma reta. Mais
precisamente, se pegarmos um pedaco infinitesimalmente pequeno, o deslo-
camento é exatamente igual a uma reta.

Um exemplo para o uso desse método pode ser visto na dedugao da area
de um circulo, retratada na figura 1.30. Nela, dividimos o perimetro (que é
circular) em infinitos segmentos de reta na base de infinitos tridngulos. Apesar
de estarmos aproximando uma curva para um conjunto de retas, isso forneceu

um resultado exato, j4 que estamos trabalhando com medidas infinitesimais®.

Ideia 4**: Uma varidvel pode ser constante para um intervalo pe-
queno

Essa conclusao pode ser feita a partir da ideia anterior. Como vocé ja deve
ter visto em fisica, o gréfico de distancia versus tempo quando a velocidade é

61sso é o fundamento do Célculo Diferencial e Integral, que ultrapassa o escopo deste livro.
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constante é simplesmente uma reta”. Por outro lado, quando a velocidade é
variavel, o grafico distancia versus tempo é uma curva.

Pela ideia anterior, sabemos que se o intervalo de tempo decorrido for infini-
tesimalmente pequeno, a curva é uma reta, ou seja, o deslocamento dz = z —x®
pode ser escrito em funcao desse intervalo de tempo dt como dxr = vdt, ja que
essa é a equagao da reta. Dessa forma, vemos que, apesar da velocidade estar
constantemente mudando, para uma variagao infinitesimal de tempo, podemos
visualizd-la como constante. No exemplo abaixo serd explorada melhor essa
ideia.

Exemplo 12

A 22 Lei de Kepler diz que o segmento que liga um corpo em uma 6rbita
eliptica ao foco dessa 6rbita varre dreas iguais em intervalos de tempos iguais.
Sabendo que o momento angular L = morsen (veja a notacao de 6 na figura
1.8) é constante, demonstre a Segunda Lei de Kepler.

Solugao

Primeiramente, vamos analisar a area varrida em um intervalo de tempo
infinitesimal dt. Nele, sabemos que o corpo ird se deslocar de um dx em um
segmento de reta (j4 que estamos tratando de intervalos infinitesimais), como
é possivel ver na figura 1.8.

Figura 1.8: Representagao da situagao. Note que o deslocamento e o vetor
posicao fazem um angulo 6 entre si.

7Caso ndo tenha visto, perceba que, nesse caso, o deslocamento = pode ser escrito como
x = x0 + vt, que é justamente a equagdo y = ax + b, mas com letras diferentes.

8A notacdo de d ao invés de A para variacdes costuma ser utilizada quando elas so
infinitesimais.
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Assim, perceba que a area varrida serd a area do triangulo de lados r + dr,
r e dr. Ainda, sabemos que esse deslocamento da tem que ser igual a vdt, logo:

Figura 1.9: Representacao do triangulo.

Logo, a area dA varrida pode ser encontrada como?:

1
dA = irvdt sen (180° — 0)
Como sen (180° — 0) = sen 0:

dA = %vr sen Odt

Entao, a velocidade areolar, que é a variagao de area por unidade de tempo

(42), pode ser simplesmente escrita como:
dA L
dt  2m

Onde L = morsenf é o momento angular do corpo. Como serd visto no
capitulo 2, o momento angular de um corpo em uma 6rbita é constante. Como
a massa do corpo também nao se altera, concluimos que a velocidade areolar
do corpo depende apenas de termos constantes, i.e. areas iguais sao varridas
em tempos iguais, que é a Segunda Lei de Kepler.

1.4 Calculadora

Possuir uma calculadora cientifica é essencial para todas as fases da sele-
tiva, pois existem certas contas e métodos que nao sao possiveis de serem rea-
lizados sem ela. Ainda, saber dominar o uso de certas fungoes da calculadora
pode salvar muito tempo (nas onlines, sdo apertados 6 minutos por questdo),
que é um recurso precioso nas provas, e prevenir certos erros numéricos, os quais

9Veja a subsecdo 1.7.7.
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podem arruinar uma questdao. Aqui, serd utilizado como referéncia a calcula-
dora CASIO £x-82MS por ser a calculadora mais recorrente no mundo olimpico,
mas vale destacar que todas as calculadoras cientificas devem possuir as mes-
mas fungoes, as quais podem ser encontradas em seus manuais (disponiveis no
site da fabricante) ou com um pouco de exploragao de suas interfaces.

Nota: antes de tudo, é importante apertar [SHIFT] — [MODE] — [3]
— [=] para deixar sua calculadora idéntica a como ela saiu de fdbrica.

1.4.1 Interface

Olhando para a calculadora, observamos algo como:

Display
Tecla do "shift"
Tecla do "alpha"

Tecla dos modos da calculadora

Tecla de ligar a calculadora

Tecla das fungoes

Tecla de deletar

Tecla de reiniciar o display

Teclas dos

nimeros Teclas das operacdes basicas

| [Exp [Ans

Tecla do dltimo Tecla de igual
resultado

Figura 1.10: Tlustracao da calculadora (lembrando que alguns simbolos podem
variar de modelo para modelo).

Para as funcoes mais comuns, os botoes acabam sendo bem intuitivos para
realizar seus respectivos calculos. Ainda sim, existem algumas funcoes tteis que
nao sao tao faceis de encontrar, mas felizmente elas serao exploradas em breve.
Como teste, realize as seguintes operagoes:

e sen 30° R: 0,5

e log 10 R: 1
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e 5° R: 3125
10,1

° R: 0,2
50,5

Importante: Como a calculadora nao tem origem brasileira, ela adota o
ponto (.) como separador decimal, ou seja, na conta acima, quando for escrever
50,5, sera necessério apertar [5] — [0] — [.] — [5]. Existe, de fato, um botao
com a imagem de uma virgula, mas ele s6 é usado para as fungoes estatisticas
da calculadora, o que nao serd utilizado no momento.

Display

Para o devido uso da calculadora, é importante entender o que ela esta
dizendo. Ao olharmos para sua telinha (display), vemos:

unidade do

Pa‘nguln
D -
input <= 1 +2

3.
4

output

Figura 1.11: Display da calculadora

A metade inferior da calculadora possui nimeros, que podem ser relacio-
nados através das operagoes da calculadora para obter resultados numéricos.
Apés digitar uma conta, tal como 1+ 2 (a qual aparecerd na metade superior
da calculadora), o display mostra aquilo que foi inserido e, clicando em [=],
serd exibido o resultado.

A direita do resultado, hd um espacinho em que aparece um niimero depen-
dendo do tamanho do seu valor. Esse niimero aparfece quando o resultado da
maior ou igual a 10'° ou menor ou igual a 107'0 e ele representa a poténcia
de 10 que o nuimero no output estd sendo multiplicado. Entao, por exemplo,
se vocé fizer 123415 x 987651, a calculadora mostrara 1,218908248 com um 11
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pequeneninho naquele espaco, isso significa que a resposta é 1,218909482 - 10!,
que é aproximadamente 1,22 - 1011,

Ainda, note que a calculadora usa virgula como separador de cada 3 digitos,
ou seja, se vocé digitar 123456789 e apertar [=], ela mostrard 123,456,789. Cui-
dado para nao confundir virgula com ponto, sempre lembre que a calculadora
adota uma convencgao contraria a nossa.

Além disso, na parte superior hd um pequeno espaco (do tamanho da letra
“D”, que representa que o angulo estd em graus'®) onde aparecerem algumas
letras que indicam o modo ou configuracao atual da calculadora. Por enquanto,
estamos usando suas fungoes mais bésicas, portanto, é importante que nao haja
nenhum desses indicadores no momento (com excegao do “D”, que sempre estd
14).

Ligar e Desligar

Essa sao fungoes bem intuitivas, mas vale a pena mencioné-las:
e Ligar: localizado na primeira linha de botdes, aperte em [ON].

e Desligar: botoes localizados na primeira linha de comandos e na primeira
de ndmeros, respectivamente, aperte em [SHIFT] — [AC]

Syntax ERROR

Esse erro aparece quando a calculadora nao entender alguma coisa que vocé
digitou, um parénteses que nao foi fechado, uma raiz sem argumento, um mis-
click em botao de +, entre outros. Em geral, uma rapida conferida na expressao
resolve o problema.

Math ERROR

Quando essa mensagem aparecer, significa que um erro matemético no input
colocado na calculadora. Isso pode acontecer caso vocé tire uma raiz com
argumento negativo, um sen~! com mdédulo maior que 1 (lembre que —1 <
senz < 1) ou até mesmo uma divisdo por 0. Normalmente, se vocé conferir que
sua expressao bate com o que estd na calculadora e continua dando esse erro,
significa que houve algum erro de conta na resolugao, entao é bom que vocé
reveja suas contas.

1.4.2 SHIFT e ALPHA

Como visto anteriormente, o [SHIFT] foi utilizado para desligar a calcula-
dora, mas o que ele faz exatamente? Observando o [AC] (segundo botao aper-

10Em inglés, graus = degrees, por isso o D.
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tado), nota-se que acima dele estd escrito OFF da mesma cor do [SHIFT]'!,
ou seja, aperta-lo nos permite acessar as fungoes da calculadora que estao nessa
cor. De maneira andloga, o botdao [ALPHA] nos dé acesso as fungbes com
essa cor (nesse caso, rosa). Por exemplo, para encontrar o angulo que possui

3 -
seno igual a \/7_, isto é, realizar a operacdo sen~!(y/3/2), podemos proceder

apertando a sequéncia [SHIFT] — [sin] — [ ( |"*—= [v] — [3] — [+] —
[2] = [) ] — [=]. Na figura 1.12 é possivel ver porque apertamos [sin] para
chegar no sen™!.

fe-82MS

ALFHA

n

e
@3 @ @ & m®
mEEEE
D EE s
0 & W B

Figura 1.12: Visao aproximada dos botoes SHIFT, ALPHA e fungoes trigo-
nométricas.

Agora que a maioria das fungoes foram esclarecidas, é importante que vocé
pratique as operagoes para se familiarizar com os botoes e adquirir velocidade
na hora das contas. Abaixo, seguem algumas contas para praticar:

o ™ R: ~ 23,14
o 17 R: ~ 2,57
e 10! R: 3.628.800

HNo caso da Casio ilustrada, essa cor é bege, mas a cor pode variar de marca para marca.
120 uso dos parénteses serd abordado com calma em breve.
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e tan~1(1) R: 45°

e 6,67-107 x 1,99 1039 R: ~ 1,33 - 1020

1.4.3 Teclas Especiais

Como vocé mesmo pode conferir, existem alguns botoes que ndo sao tao in-
tuitivos quanto a suas fungoes. Aqui, vamos organizar uma pequena descri¢ao
sobre o que cada um dos botoes mais relevantes faz. Entretanto, existem al-
guns que sao um pouco mais complicados, porém uteis, que serao descritos em
subsecgoes proprias.

Tecla 1: [AC]

E uma sigla que significa “All-Clear”, i.e. ela zera a o output da calculadora.
Perceba que isso é diferente de reseta-la's.

Tecla 2: Cursor

Sao as setinhas para cima, baixo, direita e esquerda. Como dito no ultimo
tépico, hd uma memdria (de curto prazo) das ultimas contas feitas na calcu-
ladora. Para acesséd-las, o usuario pode utilizar as setas para cima e baixo.
Apertando 1 ela mostra a conta anterior e o contrario ocorre para o botao |.
Funciona bem para conferir se nao houve nenhum erro de conta ou algo do
género. J4 as setas para os lados servem para que vocé possa “andar” na sua
expressao. Assim, caso vocé tenha escrito 1+2 quando o correto seria 242, bas-
taria utilizar a seta para chegar na casa do 1 e substituir por um 2. Para contas
muito curtas elas nao valem muito a pena, compensa mais s6 escrever 2 + 2
novamente. No entanto, em breve veremos melhor como escrever expressoes
maiores e, nesses casos, as setas do cursor ajudam bastante.

Tecla 3: [DEL]

Ainda nessa ideia de editar a expressao do input, o DEL apaga numeros
indesejados. Por exemplo, caso vocé tenha escrito 2 + 12 no lugar de 2 4 2,
bastaria utilizar as setas do cursos para chegar na casa do 1 e apertar o [DEL].

Tecla 4: [EXP]

Talvez na ultima conta da subsecao anterior vocé tenha demorado um pouco
para descobrir como escrever 10711, Provavelmente, vocé escreveu [10] — [A] —
[-11]. Felizmente, o botao [EXP)] torna isso extremamente simples. No mesmo
exemplo, bastaria fazer [EXP] — [-11] para representar 107!, A imagem
abaixo ilustra isso:

13 Como j& vimos, para fazer isso farfamos [SHIFT] — [MODE] — [3] — [=].
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6.67x10"(-11)x1.99x107(30)|[6.67E-11 x 1.99E30

Figura 1.13: Demonstracao de como substituir o 10® por EXP - os parénteses
nao eram necessarios

Tecla 5: [Ans]

“Ans” vem de “Answer” e sua fungao é essencialmente atuar como o ultimo

|GM
valor calculado. Por exemplo, para calcular o valor de G—, dado que'*
a

G =6,67-10"" M =199-10% e ¢ = 1,50 - 10!, vocé pode fazer G - M,
pegar esse resultado e dividir por a para entao poder tirar a raiz desse valor. A
sequéncia de teclas ficaria [6.67E-11] — [X] — [1.99E30] — [=] — [Ans] — [+]
— [1.50E11] — [=] — [+/] — [Ans] — [=], chegando em, aproximadamente,
2,97 - 10,

1.4.4 Uso dos Parénteses

Anteriormente, quando foi introduzido o botao [Ans]|, tivemos que dividir
nossa conta em varios passos (se vocé perceber, essencialmente a fizemos de
“dentro para fora”). Todavia, se quiséssemos fazé-la de uma vez sé, como pro-
cederiamos?

E a partir desse questionamento que os parénteses se mostram extrema-
mente uteis. O melhor jeito de compreender como utilizé-los intuitivamente é
entender que o trabalho dos parénteses € indicar a calculadora o argumento da
fungao que vocé estd aplicando. Em outras palavras, eles especificam onde a
calculadora faréd a conta.

Antes de mostrar a aplicacao dos parénteses, é importante explicar o que a
calculadora entende na auséncia deles. Quando nao ha nenhuma sinalizagao, a
calculadora sempre fara a conta no nimero mais préximo. Assim, se o usuario
digitar [4/] — [3] = [+] — 2, a calculadora entenderd que a raiz quadrada esta
sendo aplicada somente no 3, uma vez que este é o nlimero mais préximo. Dessa

3 3
forma, ela respondera o valor de g7 € nao \/; . Assim, seguem dois exemplos

para ilustrar o uso dos parénteses.

14 As unidades foram omitidas pois o foco sdo as contas numéricas.
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Exemplo 13

Faga a conta do exemplo citado no [Ans], mas dessa vez com o uso dos
parénteses.

Solugao

Primeiramente, note que nao queremos aplicar a raiz quadrada apenas em
G, M ou 1/a, mas sim em todos eles ao mesmo tempo, i.e., em GTM Ou
seja, para que a calculadora entenda isso, devemos escrever essa fracao en-
tre parénteses, ficando, portanto, com a sequéncia [v/] — [ (] — [%}15
— [)] — [=]. Perceba ainda que, teoricamente, deverfamos colocar parénteses
em GM para que a calculadora entenda que estamos dividindo o produto GM

por a e nao sé M; no entanto, sabemos que, pelo menos para produto e divisao,

- M -
essa ordem nao altera o resultado, isto é, GM x — = G x —, por isso nao o
a a

colocamos.

Exemplo 14

1+2
Faca visando o uso dos parénteses.
V314 p

Solugao

Antes de tudo, é essencial analisar rapidamente a expressdo. Queremos ti-
rar a raiz quadrada da razao entre duas somas. Ja sabemos que para fazer
com que a calculadora tire a raiz da fracdo como um todo e nao sé de um ele-
mento, precisamos colocé-la entre parénteses. Vendo a fragao agora, temos que
nos certificar que estamos pegando uma soma dividindo a outra, sem acabar
quebrando a fragao no meio. Por exemplo, se digitdssemos “1 + 2 + 3 + 47,
estarfamos calculando 1 + % + 4, ou seja, quebramos a fracao sem querer. Para
evitar que isso acontega, precisamos colocar cada soma entre parénteses.

Assim, perceba que acabamos ficando com dois seguidos no comego da ex-
pressao - um para a raiz quadrada e outro para a primeira soma. Dessa forma,
devemos digitar na calculadora a expressao:

V(1 +2) +(3+4),

que nos da um resultado de aproximadamente 0,655.

Para praticar, tente calcular as seguintes contas com uma expressao so:

2.6,674x 107 . 6-5,96 x 10%

5 R: ~ 2,24 -10*
1,5-6,37 x 10

15Claro, aqui vocé colocaria os respectivos valores de cada letra.
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m(1+ )\

R: ~ 0,150
5 x 23

Importante: O objetivo dessa subsegao é de orientar como utilizar corre-
tamente os parénteses. Em geral, saber usi-los te economizard muito tempo,
porém, a facilidade em aplica-los corretamente varia de pessoa a pessoa. Dessa
forma, é essencial que vocé pratique intimeras contas para que tenha em mente
mais ou menos o tamanho de expressao (e também quais fungdes vocé pode
acabar se confundindo) que vocé acha que pode se perder. Nesses casos, vale
a pena vocé usar vérios [Ans] para se certificar que ird acertar as contas. Por
exemplo, caso vocé nao seja muito familiarizado com o “In”, talvez funcione me-
Ihor primeiro calcular In (1 + 33), para depois fazer (Ans+ (5 x 23)) A (1+3)',
ou mesmo segmentar ainda mais, como ja dito, isso varia de pessoa para pessoa.

1.4.5 Meméoéria da Calculadora

Nas subsegoes anteriores, ja foi orientado como lidar com a maioria das ex-
pressoes, mais especificamente as curtas e as médias. No entanto, para contas
muito grandes, os métodos apresentados sdo arriscados'?, pois fazer tudo em
uma expressao so gera uma probabilidade enorme de erros, visto a quantidade
de parénteses necessaria. Além disso, utilizar varios [Ans] também é perigoso,
uma vez que resulta em intimeros “passos”’ e, caso haja algum erro, é muito
facil de se perder na fila de contas, fazendo com que todo o tempo gasto tenha
sido em vao.

A solucdo para esse problema estd nas letras que a calculadora tem. A
funcao delas é armazenar valores na memoria do dispositivo.

Para colocar um determinado valor V em uma letra N, deve-se apertar
[V]!® — [SHIFT] — [RCL] — [N], onde a tecla [RCL] se localiza acima do 7
e [N] representa qualquer tecla que tenha as letras A, B, C, D, E, F, X, Y ou
M (dependendo de qual vocé quer usar para armazenar o dado) em cima. Para
acessar esse valor apés ter salvado um dado, basta apertar [ALPHA] — [N].

Apds acabar a questao na qual foi necessario o uso das letras, nao se es-
queca de apagar os valores da calculadora para nao causar confusao em algum
outro exercicio. Para fazer isso, pode-se colocar o valor 0 em todas as letras ou
simplesmente apertar [SHIFT| — [MODE] — [1] — [=].

Importante: ao atribuir um valor a uma letra, anote em algum lugar o
que ele representa, caso contrario vocé pode acabar se esquecendo e a varidvel

16 Ao invés de elevar a 1/3, vocé poderia tirar a raiz ciibica.

17Felizmente, esses tipos de conta ndo costumam aparecer nas primeiras fases da seletiva,
mas ainda sim é importante entender como lidar com elas, pois o método é muito til e pode
acabar ajudando até nas expressdes mais curtas.

18Caso queira armazenar o ultimo valor encontrado, vocé pode apertar [Ans].
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perde seu sentido. Além disso, procure fazer relagoes intuitivas. Por exemplo,
se tiver os dados x1, x2, T3 € x4 e quiser guarda-los, tente colocar nas letras A,
B,CeD (ouC,D,EeF, caso A e B ji estejam sendo usados; o importante é
ser intuitivo), pois assim a associagao fica mais facil.

Finalmente, veremos nos exemplos abaixo como a memoéria da calculadora
pode ser util. Exemplo 15

Calcule o valor da expressao:

LAv)\E) (6 "khlgT — 1)
8mhc2 FWHMy d?

sabendo que Ly = 1,79-10%", A =5,50-10"7, h = 6,62- 10734, ¢ = 2,998 - 108,
kp =1,38-10723, T = 7200, FWHMy = 8,8 - 1078 e d = 4,61 - 10'7.

Solucgao

Primeiramente, o significado da expressao é completamente irrelevante, ela
86 foi usada como exemplo por ser grande o bastante para qualquer um se per-
der caso tente fazé-la sem o uso da meméria da calculadora.

Existem intdmeras formas de fazer essa conta, ja que a calculadora conta
com 10 slots de memdria (A, B, C, D, E, F, X, Y, M, Ans, embora o iltimo,
como ja vimos, muda de valor a cada conta nova); aqui serd apresentado apenas
uma abordagem.

Para comecar, o denominador é longo, mas bem fécil de calcular de uma vez
86, visto que sao basicamente apenas multiplicagoes. Assim, podemos calcular
o valor de 8mhc2 FWHMy d?, que resulta em, aproximadamente, 2,80 - 1013 e
armazenar na letra A.

Agora, vendo a exponencial, seria interessante que tivéssemos o valor do
expoente facil. Assim, podemos fazer Mfﬁ ~ 3,63 e colocar em B.
A expressao agora é:

LAV)\5 (eB — 1)
A )

9

O que ja é relativamente facil de calcular!?. Portanto, substituindo o que

198e vocé quiser calcular mais algumas coisas, tipo L4y A® ou ainda e® — 1 e armazenar
em alguma outra varidvel para garantir que a conta final seja somente multiplicagoes, pode
ser também. E essencial que vocé faga o que sentir que é mais seguro para vocé, por isso
a importancia de praticar contas na calculadora, isso ajuda a estabelecer bem seu auto-
conhecimento ao usé-la.
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resta, chegamos que:

LavX® (557 1)
8mhc2 FWHMy, d?

~1,18-10716

Entretanto, como ja comentado, essas contas sao muito distantes da reali-
dade das fases iniciais da seletiva. Como aproveitar desse recurso mesmo em
contas mais comuns? Para as Onlines é realmente dificil que esse feature venha
a ser util, mas, pensando em Barra, a meméria da calculadora pode ajudar a
agilizar contas de exercicios que exigem contas em que existe um fator numérico
recorrente (por exemplo, GM no caso de questoes de Mecénica Ceslete) - vocé
poderia salvé-lo em algum slot e simplesmente usé-lo, ao invés de ter que es-
crever 6,67 - 107! x 1,99 - 103Y intimeras vezes.

Além disso, a memoéria da calculadora pode ser muito ttil também em
questoes de Astronomia de Posicao. Em geral, os angulos desse tipo de exercicio
vém na forma de graus, minutos e segundos??, que levaria 9 teclas a serem aper-
tadas a cada angulo escrito, ou seja, na hora de realizar alguma conta, além
de tomar um tempo a mais, eles também deixam a expressao maior, tornando
mais dificil a “navegacao” por ela para a verificacao de erros. Dessa forma, para
questoes de Astronomia de Posicdo mais longas, vale a pena guardar os angulos
importantes na memoria do dispositivo. Veja um exemplo:

Exemplo 16

Calcule o valor do angulo (8, sabendo que ele satisfaz a relacgao:

cos By — cos 61 cos O,
sen 01 sen

cos B =

em que fy = 06°56'24”, 6; = 03°30'15” e O, = 07°12/26".

Solugao

Comecamos armazenando 0y em A, §; em B e 3 em C?!. Dai, simplesmente

fazemos:
cos A — cos BcosC

cos 8 = ~ 0,317 (1.1)

sen Bsen C

B = cos™1(0,319) ~ 71°31'52”

20Na préxima subsegio explicaremos como tratar esses angulos na hora de realizar as contas.

21Vale reforcar aqui a importancia de definir as varidveis de uma maneira intuitiva para o
facil uso. Além disso, sempre lembre-se de anotar o que cada letra representa, se vocé se
esquecer o que ela significa, todo o tempo que vocé visava economizar ji estard perdendo.
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Perceba como escrever a Equagao 1.1 na calculadora é muito mais organizado
do que:
c0s 06°56'24” — cos 03°30'15” cos 07°12'26”
sen 03°3015” sen 07°12/26”

cos B =

1.4.6 Angulos

A calculadora permite que vocé coloque dngulos em graus (°), minutos de
arco ('), segundos de arco (”), radianos (rad) e grados. Lembre-se de que o
radiano é a “unidade que representa a auséncia de unidade” (basta ver que
2rrad = %, onde p e R sao o perimetro e o raio do circulo, respectivamente,
e que ambos possuem dimensao de distancia) e que a questdo pode fornecer
dados em horas, minutos e segundos, que sao diferentes das unidades padrao

da calculadora.

Graus, Radianos e Grados

Para determinar qual a unidade dos angulos que a calculadora interpretara,
basta clicar em [MODE] — [MODE] — [1], [2] ou [3] — [=], sendo que esses
ntimeros correspondem a, respectivamente, graus, radianos e grados?2. Sempre
deixe sua calculadora em graus, visto que essa é a unidade de angulo mais
recorrente em exercicios. Assim, sempre que algum angulo estiver em radiano
na questao, se lembre de passar sua calculadora para o modo radiano para
realiza as contas, mas mais importante, nao se esqueca de voltar a graus apos
acabar a questdo. Para testar essa troca de unidade, considere os exemplos:

e Com a calculadora em graus, calcule sen 30 e sen R: 0,5 e ~ 0,0548

e Agora em radianos®? faca sen 30 e sen 7 R: ~ -0,988 ¢ 0

Graus, Minutos e Segundos

E muito frequente questoes pedirem, por exemplo, para o aluno calcular
12°34’56” + 23°26'10”. Usualmente, vocé teria que converter cada um desses
nimeros para que tenham a mesma unidade. Lembrando que:

1° = 60’ = 36007, (1.2)

temos que 12°34'56” = 45296” e 23°26'10” = 84370”. Somando os valores,
chegamos em 129666” e enfim fazemos o procedimento inverso (129666” =
36°01'06”) para finalmente chegar na resposta final na forma grau-minuto-
segundo. Entretanto, é imensamente mais rapido fazer uso da calculadora.

22 A funcio de angulo em grado pode ser ignorada, uma vez que ela nunca serd utilizada.
23Perceba que no lugar do “D”, agora ha um “R”, pois estd em Radiano.
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Abaixo do botao de raiz quadrada (/) estd um botao parecido com: .
Cada vez que vocé clica nesse botao, um simbolo de grau (°) aparece no display,
que pode representar grau, minuto de arco ou segundo de arco. Por exemplo,

para colocar o dngulo 12°34'56” na calculadora pode-se fazer [12] —
— [34] — — [56] — . O resultado no display da calculadora sera:

12° 34° 56°

Figura 1.14: Tela da calculadora apds a sequéncia de teclas.

Somando esse resultado com o outro angulo, temos:

12° 34° 56° + 23° 26° 10°
36° 1° 6.

Figura 1.15: Soma dos angulos. Note que bate com a resposta que haviamos
chegado anteriormente.

Além disso, vocé pode converter qualquer valor de graus, minutos ou se-
gundos para o formato grau-minuto-segundo com a calculadora colocando o
préprio valor e clicando em [=]. Por exemplo, convertendo 9090” para grau-
minuto-segundo:

0° 0° 9090°
2° 45° 51.

Figura 1.16: Conversao de segundo para graus, minutos e segundos.
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Horas, Minutos e Segundos

Em Astronomia de Posicao, hé algumas medidas que sao em horas, minutos
e segundos de arco ao invés de graus, minutos e segundos. Essa unidade é
definida de forma que 24h = 360° e 1h = 60min = 3600s. Assim, comparando
com as unidades de graus (Eq. 1.2), conseguimos ver que 1h = 15°, lmin = 15’
e 1s = 15”7, ou seja, para converter uma para outra, temos um fator de 15
- de hora para graus multiplicamos por ele e, caso contrario, dividimos. Por
exemplo, para 1h30minds:

1°930°5°x 15

225150 [S

Figura 1.17: Exemplo de conversao de hora para graus.

Vemos, portanto, que 1h30minbs = 22°31'15”.

Para praticar esses conceitos, faga o que se pede:

e Calcule cos(23°26'10”). R: ~ 0,9175
e Converta 56°19'15” para hmin s. R: 3h45minlTs
e Calcule sen(6h219min28s) R: = 0,996

e Ache o fator de conversao entre radiano e segundo de arco. R: = 206265

1.5 Algarismos Significativos

Em qualquer ciéncia natural, desejamos medir constantes e grandezas fisicas
com a maior precisao possivel. Entretanto, por mais cuidadosamente que
uma medida seja feita, ela inevitavelmente possuird incertezas devido ao li-
mite intrinseco do aparelho de medigao ou por efeitos aleatérios.

Um conceito importante para o entendimento do uso de algarismos significa-
tivos é o de incertezas implicitas, que é melhor ilustrado com um exemplo. Supo-
nha que vocé deseje medir a altura de uma caixa de madeira utilizando uma fita
métrica graduada apenas em centimetros (i.e., possui somente as marcagoes de
valores inteiros de centimetros), neste caso vocé colocaria o zero da fita métrica
em uma extremidade da caixa e esticaria a fita até a outra extremidade. Rea-
lizando a medi¢ao vocé percebe que a extremidade da caixa estd mais proxima
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da marcacao de 37 cm. Contente com essa medigao, vocé reporta a altura da
caixa como 37 cm. E claro, a altura da caixa nao é exatamente 37 cm, mas
provavelmente é algo entre 36.5 cm e 37,5 cm. Note, portanto, que hd uma
incerteza implicita de 0,5 cm na altura da caixa.

Qualquer constante ou grandeza fisica que nao possui incertezas explicitas
possui incertezas implicitas. Portanto, quando resolvemos um problema em
que seja necessario encontrar o valor de um parametro a partir dos valores de
outros parametros, temos que ter em mente as diferentes incertezas implicitas
dos diversos parametros. Dessa forma, nao reportamos um valor final com mais
precisao do que realmente temos, ou também com muita pouca precisao tor-
nando o resultado inutilizavel.

Voltando ao exemplo anterior, suponha que vocé mediu os outros lados da
caixa e descobriu que seu comprimento é 71 cm e sua largura 44 cm, a partir
destes parametros vocé encontra que o volume da caixa é 115588 cm?. Mas
serd que este valor é muito preciso? Se sim, qual valor seria mais adequado de
se reportar? 115590 cm?®? 115600 cm3? 116000 cm3? A pergunta que natu-
ralmente surge é: como descobrir a incerteza final? Rigorosamente, se utiliza a
propagagcao de erros. No entanto, propagar erros em todos os problemas, por
mais adequado que seja, consome muito tempo. Por isso, o uso de algarismos
significativos é essencial, pois este fornece uma forma nao totalmente incorreta
de se reportar valores de quantidades obtidas sem ter que se propagar erros.
Vamos entao estudar as regras para se contar o nimero de algarismos signifi-
cativos em uma certa quantidade.

OBS.: a comissao da OBA (ex-olimpicos que fazem e corrigem as provas
da seletiva) compilou as regras utilizadas por eles na corregao neste documento,
vale dar uma olhada.

1.5.1 Regras para algarismos significativos

Todos digitos nao nulos sao significativos 8,26 g possui 3 algarismos
significativos pois todos os digitos presentes sao nao nulos. 549,3 kg possui 4
algarismos significativos.

Zeros entre digitos nao nulos sao significativos 1001 J possui 4 al-
garismos significativos. 303,002 m possui 6 algarismos significativos.

Zeros a esquerda do primeiro digito nao nulo nao sao significa-
tivos 0.3 N possui 1 algarismo significativo. 0,00092 K possui 2 algarismos
significativos.

N

Zeros simultaneamente a direita do dltimo digito nao nulo e do
ponto decimal sao significativos 43,40 cm possui 4 algarismos significa-
tivos. 19,00 mm possui 4 algarismos significativos. Note que, em termos de
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incerteza implicita, 19,00 mm é diferente de 19 mm; um cientista que reporta
19,00 mm sabe seu valor com precisao de um centésimo de milimetro, outro que
reporta 19 mm sabe seu valor com precisao de um milimetro.

Zeros simultaneamente a direita do ultimo digito nao nulo e a
esquerda do ponto decimal nao sao necessariamente significativos
180 km possui 2 ou 3 algarismos significativos. 80800 g pode ter 3, 4, ou 5 alga-
rismos significativos, mas em casos como esse convencionalmente se usa o menor
numero de algarismos significativos (3, para 80800 g). A ambiguidade do exem-
plo anterior pode ser evitada utilizando notacio cientffica: 8.08 x 10* g (3 alga-
rismos significativos), 8.080 x 10% g (4 algarismos significativos), 8.0800 x 10% g
(5 algarismos significativos).

Numeros exatos possuem um nimero “infinito” de algarismos sig-
nificativos O 1/2 na férmula cléssica da energia cinética ($mv?) é um nimero
exato, e pode ser considerado como tendo infinitos algarismos significativos (i.e.,
nao hd nenhuma incerteza implicita). Note que nem todos niimeros adimensio-
nais sao exatos, a razao da massa de Jupiter pela massa da Terra, por exemplo,
é adimensional, mas nao é um numero exato.

1.5.2 Regras para operacoes com algarismos significativos

Ao realizar computagdes, a precisdo do resultado calculado é limitada pelo
parametro menos preciso envolvido na computagao.

Para adigao e subtracao, o resultado é arredondado na ultima
posicao em comum de um algarismo significativo em todos compo-
nentes 101 + 48,3897 = 149,3897, que deve ser arredondado para 149 (pois
a ultima posigdo em comum é o da unidade). 50,349 + 7,56 + 42,2 = 100,109,
que deve ser arredondado para 100,1 (pois a dltima posi¢gdo em comum é o dos
décimos).

Para multiplicagao, divisao, funcoes exponenciais, fungoes trigo-
nométricas, etc. o resultado é arredondado de forma a ter o mesmo
numero de algarismos significativos que o componente com o me-
nor nimero de algarismos significativos 3,37 - 14,169 = 47,74953, que
deve ser arredondado para 47,7. Mas 2,76497%42? = 2477205843, que deve ser
arredondado para 248.

Constantes de alta precisao nao alteram os algarismos significati-
vos da resposta Isso equivale a dizer que elas sao ntimeros exatos, como 7.
Por exemplo, G- Mg, em que G = 6,67-10~* m3kg~'s72 e My = 1,989-10%° kg,
vale GMg = 1,333 - 102°m3s~2.

Em uma longa computagao envolvendo varias operagoes, ¢ recomendado

carregar o maior numero de digitos possivel e apenas arredondar o resultado

final.
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Exemplo 17
Caleule (5,00 - 1,544) + 4,000 + (252),

Solugao

Realizando a operagao e carregando todos os digitos:

23,3
(5,00 - 1,544) + 4,000 + ( 3 6

)

) = 19,48666.. ..

O resultado final corretamente arredondado é 19, que foi ultimamente limi-
tado pela ultima divisao.

1.6 Matematica Elementar

1.6.1 Operacoes com fragao

Por ser um tépico que todas escolas costumam passar antes do 9° ano,
apenas listaremos algumas propriedades. Para nao se perder na nomenclatura,
lembre que numerador é o nimero de cima e denominador o de baixo em uma
fracao.

Multiplicacao

Basta multiplicar denominador com denominador e numerador com nume-

rador, como abaixo:

a, c_a
b~ d bd

Divisao

Bem simples também, basta inverter o nimero pelo qual vocé estéd dividindo
(divisor) e entao realizar a multiplicagdo com o ndmero dividido (dividendo).
Por exemplo:

c a g ad
¢ be

S e

Ainda, é possivel encontrar essa divisao na forma:

=S " be

agad
b ¢

o |l
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Simplificagao

As vezes é possivel tornar nossa fracdo um pouco mais agraddvel ao perceber
um fator em comum no numerador e no denominador:

ﬂtbx c B 2abc3
c? 4a2b ~ 4a2be?

Note que podemos cortar um fator de b em cima e embaixo, um de ¢?, um
de a e, por fim, um fator de 2, ou seja:

2abc3 _c

4a2bc ~ 2a

OBS.: temos que ter a condi¢ao de que o termo cortado é diferente de zero.

Soma e Subtragao

Nao podemos somar e subtrair fragoes se elas nao tiverem o mesmo deno-
minador. O jeito mais facil de fazer elas ficarem com mesmo denominador é

. a c
multiplicando-as. Por exemplo, para somar — e —, temos que fazer com que os

dois fiquem com o denominador bd. Entretanto, ndo podemos mudar o valor
da fragao, entao:

a ¢ ad c¢b ad + bc

bTd T b
Perceba que, ao multiplicar por d (ou b) em cima e em baixo, nao alteramos
o valor da fracdo, pois apenas multiplicamos por 1, j& que b/b = 1. Para a
subtracao terfamos a mesma coisa - lembre que a — b = a + (=b). Por fim,
alguns exemplos:

Exemplo 18

Encontre o periodo sinédico S de um planeta B em relacdo a um planeta A
dado que seus respectivos periodos siderais sao P4 = 53 dias e Pg = 73 dias.

Dado:

Solugao
O periodo sinddico S serd simplesmente:

1 1 1 73-53 20 3869
— — = — = - = 1 d.
ST5 73 7353 3360 0 o 103 dias
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Apesar de aplicar a matematica corretamente, esse método é, de certa forma,
lento. Ele s6 seria recomendado de usar caso vocé nao tivesse nenhuma calcula-
dora ou tivesse apenas uma que realiza as operagoes basicas. Porém, na seletiva
é permitido o uso de calculadora cientifica. Assim, a melhor forma de realizar
essa conta seria:

1 1 1

-1 —1y—1
—=—=——-—==9=(53""-173
S 53 73 ( )

Que é facilmente encontrado na calculadora,?* chegando no mesmo resultado
de 193 dias.

Exemplo 19
Para praticar o desenvolvimento algébrico, mostre que:
1 _ v R?
1 vg - 2GM — 3R
R 2GM

Solugao
Primeiro, vamos desenvolver o denominador da primeira parcela:
1 v3 2GM — v¢R

R 2GM ~ 2GMR

Assim,
1 1 2GMR
- - R=—  _R=1x "
T Rl TeT VI ) Sl YT ey
_ = 2GMR
R 2GM

Agora, podemos realizar a subtragdo com maior tranquilidade:

2GMR — R(2GM —v}R) 2GMR—2GMR + v} R?

2GM — viR 2GM — v3R
Concluimos finalmente que:
1 po__uR
1 v} 2GM — 3R
R 2GM

Vale lembrar que a ordem na qual é feita o desenvolvimento é uma pre-
feréncia propria - por exemplo, poderia ter sido feito a subtracdo antes da
simplificacao do denominador - e é muito importante que vocé saiba a sua para
nao se confundir nas contas na hora da prova.

24Ge estiver com dificuldades de usar sua calculadora cientifica, veja a secdo sobre esse
aparelho.
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1.6.2 Potenciacao

Assim como definimos a multiplicagao a partir de varias somas, isto €,
2424242424242 = 7-2, definimos as poténcias a partir de varios
produtos, por exemplo, 2-2-2-2-2-2-2 =27 A partir dessa motivacéo, po-
demos explorar as definigoes e as propriedades dessa operacdo. Antes de tudo,
a nomenclatura usada é para uma operagao x® é dizer que x é a base e a o
expoente.

Expoentes Naturais

Para expoentes naturais, é facil de definir a exponenciagao como:

' =x-x-...-x
—

a vezes
A partir disso, conseguimos mostrar algumas propriedades:

1. Multiplicagao

Se multiplicarmos duas poténcias com a mesma base, o resultado é os
expoentes somares:

b=z ox) (z-xz-...x)=x-T-... T

a vezes bvezes a—+bvezes

= |z 2 = 22Tt

2. Divisao
De maneira analoga, na divisao teremos a subtracao dos expoentes. Su-

pondo a > b, vemos que:

a vezes

—_——~
x® T-T - T

a—bvezes
b vezes
2@
_ _.a—b
= xb—LE

3. Poténcia

Agora, temos que um numero z elevado a uma poténcia a estd sendo
elevado a uma outra poténcia b. Nesse caso, o resultado sera o produto
dos expoentes:

() =% 2% ... - 2"

b vezes
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Utilizando a Propriedade 1:

bvezes

—_—~
(xa)b:xa—ka—l—...—ka

OBS.: (2%)° # 29"
4. Mesmo Expoente

Ao invés de termos a mesma base, veremos agora o produto de duas bases
diferentes, mas com o mesmo expoente. Nesse caso, serd o equivalente a
elevar o produto das bases a esse expoente.

2yt =(z-z-...ox)ly-y-...-y)

a vezes a vezes

Ja que a multiplicagao é comutativa, isto é, abc = cba = bac, podemos

reescrever:
%yt = (zy)(ay) ... (zy)
—_— ——

a vezes

a

=z y" = (xy)”

Expoentes Negativos

Quando o expoente é negativo, fica mais complicado de usar a defini¢ao
padrao, pois nao podemos ter —2 repeticoes de um expoente. Entretanto, ainda
é possivel definir de maneira intuitiva.

l.a
Se lembrarmos da Propriedade 2, podemos interpretar que — = zot(=b)
x

1

ou melhor z%- — = 2o+ (=0)  Comparando com a Propriedade 1, podemos dizer
x

que

E é exatamente assim que definimos o sinal de menos no expoente - ele sim-
plesmente inverte a base.

Note que ele s6 nao é definido quando a base é nula, ja que nao podemos
dividir por zero.

b

. b . . . ~ .
25Quando tivermos z% , precisamos primeiro fazer a® e entdo elevarmos x a isso, por exem-

plo 22° = 28 — 256,
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Outro jeito de visualizar seria fazer:

23 8 1 1

2632 4 22
Que deve ser igual a 237° = 272 pela Propriedade 2.

Expoentes Racionais

Ja vimos que para expoentes naturais, temos que a defini¢ao é simplesmente
a quantidade de vezes que a base se multiplica; ja para negativos a defini¢ao é
parecida, mas invertendo a base. Agora, para nimeros racionais, precisaremos
utilizar um outro raciocinio.

Primeiro, suponha que queremos encontrar 8'/3. A principio, ndo fazemos
a menor ideia do resultado. Todavia, se o chamarmos de x e o elevarmos ao
cubo, sabemos que:
1 3 3

Que, pela Propriedade 3, é igual a:
83%3 = 43 = 2% = g!
Tirando a raiz ctibica dos dois lados, temos que:
r=+v8=2
Assim, concluimos que 8'/3 = /8 = 2, ou, de maneira mais geral:
—

Ainda, é possivel generalizar o resultado para fragdes do tipo b/a. Para isso,
basta usarmos a Propriedade 3:

1
a

X

5. Fatoragoes

Uma ultima propriedade relevante é de como tirar e colocar nimeros
de expressoes elevadas a alguma poténcia. Por exemplo, se tivermos a
expressao (2z + 4y)*, podemos colocar o 2 em evidéncia e escrever:

(2z +4y)* = (2 (z + 2y))*

Talvez, para o exercicio em questao que voce estaria resolvendo, seja inte-
ressante que esse 2 saia do parénteses. Para fazer isso, basta utilizarmos
a Propriedade 4:
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(2(z +2y))" = 2%(x + 2y)°

Ou seja, quando um namero é tirado dos parénteses ele sai com o expo-
ente da expressao. Essa propriedade é muito relevante para tirar nimeros
de uma raiz, por exemplo,

16(z+y) =162z +y=4yz Ty

Além disso, ela também é muito utilizada para realizar aproximacoes bi-
nomiais, essencial na resolugao de muitos exercicios, como vimos na se¢ao
de Aproximacoes.

Ainda, as vezes é interessante colocar o nimero dentro dos parénteses.
Se para sair elevamos ao expoente a, para colocar teremos que elevar a
1/a, pois ele tem que voltar a ser o mesmo numero - j& que colocar e tirar
é a mesma coisa que nao fazer nada. Assim, se tivermos, por exemplo
8(z + y)3, podemos escrevé-lo como:

8(x+y)* =2 (x +y)® = (2x + 29)*

1.6.3 Notacao cientifica

Quando queremos escrever um valor que seja muito grande ou muito pequeno
para uma dada unidade, é conveniente o expressarmos na notagao cientifica. Por
defini¢do, nlimeros escritos nessa forma obedecem a seguinte expressao:

Onde a é um ndmero dentro do intervalo 1 < a < 10 e b pode assumir
qualquer valor. Por exemplo, os seguintes niimeros estao expressos em notagao
cientifica:

©22-107%m
e 45-10%s

Note que é muito mais conveniente ler os ntmeros escritos nessa forma
do que 0,00022m ou 450000. Agora, vamos aprender a escrever nimeros em
notacao cientifica?®.

Caso 1: niimeros maiores que 10

Quando temos um numero maior que 10, movemos a virgula para a es-
querda até conseguirmos um numero entre 1 e 10. Em seguida, contamos

26Créditos: Khan Academy.
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quantas vezes movemos a virgula e escrevemos o resultado na forma de expo-
ente sobre uma base de 10. Por fim, escrevemos nosso ntimero multiplicado
pela poténcia de 10.

Exemplo 20

Como fica o nimero 604.000 em notagao cientifica?

Solugao

Se movermos a virgula para a esquerda uma vez, obteremos 60.400, . Pre-
cisamos continuar movendo a virgula até obter um nimero entre 1 e 10.

Realizando esse procedimento, pode-se perceber que precisamos mover a
virgula para a esquerda, no total, 5 vezes. Com isso, temos 6,04.

Como a virgula foi para o lado 5 vezes, a resposta final é:

604.000 = 6,4 - 10°

Caso 2: niimeros menores que 1

Se temos um numero menor que 1, movemos a virgula para a direita até
conseguirmos um numero entre 1 e 10. Em seguida, contamos quantas vezes
movemos a virgula e escrevemos o resultado na forma de expoente negativo
sobre uma base de 10. Por fim, escrevemos nosso nimero multiplicado pela
poténcia de 10.

Exemplo 21

Como fica o numero 0,0058 em notacgao cientifica?

Solugao

Se movermos a virgula para a direita 3 vezes, teremos um nimero entre 1
e 10 - ele é 5,8. Desse modo, a resposta final é:

0,0058 = 5,8 - 1073

1.6.4 Conversao de unidades

Caso quiséssemos saber quantos litros equivalem a 300 mL de leite, bastaria
lembrarmos que um litro possui 1000 mL, ou seja, por regra de trés:
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x 300 mL

1L 1000 mL

Figura 1.18: Conversao de unidades

Assim:

1L 300
1000t~ 1000

z-1000mL = 300 mL - 1L = z = 300wl - L=|03L

Agora, indo um pouco além, quantos mm?® sao equivalentes a 0,3L? A ma-
neira mais imediata se resolver isso seria fazer sucessivas regras de trés, porém
isso demoraria mais que o necessario. Como forma de resolver isso, iremos apre-
sentar um método mais rapido para converter entre quaisquer duas unidades.

Primeiramente, vamos voltar ao exemplo do leite. Quando estdvamos fa-
zendo a conta da regra de trés, eventualmente ficamos com a seguinte expressao:

= 300mL LL
C I 000 mL
Perceba que 1L = 1000 mL, ou seja:
1L
x=300ml - ————
100(1)mE

Isso quer dizer que nds simplesmente haviamos multiplicado o valor original
por 1, porém fizemos isso de uma forma a cancelar a unidade indesejada, o mL.
Vamos ver mais alguns exemplos:

Exemplo 22

300 mL equivalem a quantos mm??

Solugao

Primeiramente, precisamos pensar em um “caminho”, isto é, quais unidades
iremos utilizar para a conversao. Uma possibilidade seria:

1. Converter de mL para L;

2. Converter de L para m?;

3. Converter de m?3 para mm?3.
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Como 1000mL = 1L, 1000L = 1m3 e 1m?® = (1000mm)? = 1000% mm?,
temos:

14 L® 10003 mm3

300 mL = 300 - : :
m T 1000 1p®

Ou seja:

11 10000 .
B00mL = 300 oo - o -~ mm® = |3 10° mm?

Exemplo 23

2,2 - 1075 rad equivalem a quantos segundos de arco?

Solugao

Um possivel caminho seria:

[e]

1. Converter de rad para °;

2. Converter de ° para ”;

Como wrad = 180° e 1° = 3600"”, temos:

1807  3600”
mrad 17

2,2-107%rad = 2,2 - 10> rad -

Reescrevendo:

180 3600”
2210 %rad=22-107°%. — . Z— =|45"

Por fim, segue uma tabela com alguns dos prefixos utilizados na notagao do

SI:
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PREFIXO SiMBOLO FATOR
tera T 10"
giga G 10°

mega M 10°
kilo k 102
hecto h 10?
deca da 10°
deci d 10™
centi c 1072
mili m 107
micro 1 107
nano n 107°
pico p 107"

Figura 1.19: Prefixos do SI

Vale ressaltar que também é muito comum utilizar a unidade angstron,
representada pelo simbolo A. Ela néo é um prefixo, e sim uma unidade prépria.

1A=10""m

1.6.5 Razoes e proporgoes

Vocé provavelmente ja ouviu expressdes como “a forga é inversamente pro-
porcional ao quadrado da distancia” ou “a forca é diretamente proporcional
a deformagao da mola” e talvez tenha se questionado o que elas significam
exatamente. Portanto, trabalharemos com a definicao de cada tipo e depois
analisaremos sua relevancia.

e Grandezas Diretamente Proporcionais: duas grandezas z e y sao
ditas diretamente proporcionais se, e somente se, podemos relacioné-las
como y = kx para alguma constante k diferente de zero. Podemos escrever

- P Yy . . .
a relagao também como = = k, interpretanto assim, que ser diretamente

proporcional é a mesma coisa que ter a razao constante.

Para indicar que a varidvel y é proporcional a varidvel z, usamos a
notagao:

Y X T

e Grandezas Inversamente Proporcionais: duas grandezas x e y sao
ditas inversamente proporcionais se, e somente se, podemos relaciona-las

como y = — para alguma constante k diferente de zero. Podemos escrever

a relagao também como xy = k, interpretanto assim, que ser inversamente
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proporcional é a mesma coisa que ter o produto constante.

Para indicar que a varidvel y é inversamente proporcional & varidvel x,
costumamos escrever:

xy = cte.

Que ndo é nenhuma notacdo muito avancada, “cte.”?” ¢ simplesmente

uma abreviacao para “constante”, ou seja, s6 estamos dizendo que o pro-
duto é constante.

Uma coisa para ficar atento é de que, caso tenhamos uma relagao do tipo
y = kx?, obviamente ndo podemos falar que y e x sdo diretamente proporcio-
nais. Entretanto, podemos dizer que y e z? sao.

Ainda, perceba que apesar de receberem nomes diferentes, os dois conceitos
dizem essencialmente a mesma coisa. Por exemplo, uma relagao entre = e y
em xy = k, como vimos, é inversamente proporcional. Porém, vocé pode inter-
preté-la como y = kz~!, de modo que agora podemos dizer que as varidveis y e
27! sdo diretamente proporcionais. Assim, nao se atente tanto & nomenclatura,
mas sim a mensagem que elas passam.

Finalmente, podemos escrever a forga gravitacional como:

GMm k
Fo=—m"=0

2

Logo, ¢ facil de ver que F, e r* sao inversamente proporcionais.

Ja para a mola, temos que:
Fel = kx

Que automaticamente concluimos que F' oc x. Assim, traremos alguns exem-
plos para retratar o uso das proporgoes.

Exemplo 24

Considere 2 corpos no espago sujeitos somente a atragao gravitacional. Se
a forga entre eles é F', qual seria a forga caso a massa dos dois triplicasse, mas
a distancia entre eles caisse pela metade?

Solucgao

Essa é uma aplicacao direta do conceito de proporcionalidade. Relembrando,
a forga gravitacional pode ser escrita como:

27Também é possivel encontrar “const.”
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Gm1m2

Fo=—7—
r

Ou seja, ela é diretamente proporcional as massas e inversamente proporci-

onal ao quadrado da distancia.

Assim, se cada massa triplicar, a forcga triplicard para cada uma, resultando
em um fator de 32 = 9. Além disso, se a distancia cair pela metade, seu
quadrado caird por um fator de 22 = 4. Logo, teremos um outro fator de 4 em
F'. Por fim, concluimos que aparecera um fator de 9 - 4 = 36 na forca, ou seja:

Alternativamente, vocé também poderia resolver dizendo que a distancia
inicial era r, cada massa era m; e msy e escrever:

F, _ G(Sml)(gmg) _ 9Gm21m2 —9.4 <Gm12m2)
r r r
(3) T
= |F' = 36F
Exemplo 25

Em um processo adiabatico, sabe-se a pressao P e o volume V do gés respei-
tam a relagdo PV = cte., onde v é uma constante. Além disso, lembre-se que

s . P m (2
a definicao de densidade é p = —, sendo que a massa m do géds é conservada.

Assim, encontre a densidade py do gés apds sofrer uma expansado adiabatica
na qual sua pressao caiu pela metade. Considere que sua densidade antes do
processo era py.

Solugao

Se vocé nunca viu Termodinamica, essa questao é, a principio, assustadora.
Todavia, a parte interessante é que a questao nos forneceu todas as informagoes
para que seja possivel resolvé-la sem conhecimentos prévios (exceto, claro, ma-
temadtica). Essencialmente, queremos encontrar como a pressao do gas depende
de sua densidade em um processo adiabatico. Tendo isso, o exercicio acaba.
Por exemplo, se encontrarmos P o< p?, sabemos que:

P, P _p* P
S R

E, pelo enunciado, P/Py é 1/2, j& que ela caiu pela metade, ou seja, nosso
exercicio acabaria.
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Para encontrar essa relagao, precisamos analisar as informagoes dadas. Ba-
sicamente, temos 3 coisas variando no gas, seu volume, sua pressao e sua den-
sidade. Como temos 2 relagoes, se isolarmos o volume em uma e substituir em
outra teremos uma relacao apenas com densidade e pressao. J4 que a massa é

constante:
1

p:f:V:ﬁ:Vocp_
p
Logo,

P
PVY =cte. = P(p™ ') = cte. = — =cte. = P P
o

Finalmente, como ja discutido:

v T 1\~
ot () =220
po 2 Po 2 po 2

=|p=pp277

1.6.6 Equacoes do Primeiro Grau

A esse ponto, muitas equacoes ja foram resolvidas no processo, mas é im-
portante dedicar uma parte para esse tépico, assim podemos organizar as ideias
gerais para resolver equagoes.

Todos métodos revolvem em um conceito fundamental para o entendimento
de equagoes. Ao resolvé-las, pelo menos no comeco, é bom visualizd-las como
uma balanga equilibrada. Portanto, sempre que vocé realizar uma operagao de
um lado, também é necessario realizar do outro. Por exemplo, dada a equacao
2z + 4 = 10, ela provavelmente seria resolvida passando o 4 pro outro lado
subtraindo e depois o 2 dividindo, ou, em contas:

2w:10—4:6:>x:g:3

Entretanto, o que exatamente significa passar o 4 subtraindo e o 2 divi-
dindo? Por que nao poderia passar ele somando ou multiplicando? A chave
para entender melhor isso é o conceito da balanca. Como dito, para manter
a igualdade precisamos realizar a mesma operagao nos dois lado, ou seja, se
queremos sumir com o +4 do lado esquerdo, podemos subtrair 4 dos dois lados,
isto é:
2r 6

—=z=3

2r+d=10=2r+4-[4]=10-[4]= 2 =6= T =7
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Analogamente, passamos “o 2 dividindo”, pois dividimos por 2 nos dois

lados: 5 6
T
2 = _— = = =
r=6= 5 2:>:U 3

Notavelmente, esse processo demora muito mais, por isso em geral s6 en-
sinam como “passar pro outro lado”. De fato, é muito mais rapido fazer isso,
e realmente nao é recomendavel realizar tantos passos na resolugao de uma
equacao. No entanto, ter essa nogao na mente pode ajudar a realizar passagens
que, caso contrario, vocé nao saberia se estdo corretas. Além disso, melhora o
entendimento de funcoes inversas. Conseguimos isolar o x, pois “subtrair 4”7 é
a funcao inversa de “somar 4” e “dividir por 2” a de "multiplicar por 2” - essa
intuigao facilitara a introdugao do logaritmo e algumas fungoes trigonométricas.

Dito isso, podemos abordar um outro “tipo” de equagoes do primeiro grau.

Equacgoes com apenas um z

Muitas equagoes nao sao da forma ax + b = 0, como € o padrao de equagoes
de primeiro grau. Mesmo assim, ainda é possivel que vocé resolva-as da mesma
maneira. Por exemplo, a equacdo 23 —8 = 0 ¢, a principio, de 39 grau. Todavia,
podemos jogar o 8 para o outro lado e encontrar x> = 8, ou seja, se conseguir-
mos tirar o expoente do x no lado esquerdo, resolvemos a equagao. Para isso,
precisamos encontrar o expoente que faz cortar. Seja y o expoente que satisfaz
isso. Se elevarmos a y dos dois lados temos:

(z®)Y = 8Y = 2% = g¥

Por construgao, 3y = 1 = y = 1/3, ou seja:
z=873=18

=x =2

Claro, nao é para vocé fazer toda essa conta na hora de resolver, esse de-
senvolvimento foi apenas para justificar que se encontrarmos uma equagao do
tipo 2%/% = k, a solucdo é z = k¥ ®, uma vez que 3 3 =1 - além do que agora
vocé poderd verificar se fez a passagem corretamente caso vocé esteja inseguro.

Perceba que apesar do expoente do x ser diferente de 1, podemos resolver
todas essas equagoes que o T aparece uma vez como uma equagao do 1° grau.
Isso ocorre porque, se ignorarmos o expoente de x e o isolarmos, chegaremos,
inevitavelmente, em uma expressao do tipo 2% = k, que ji vimos possuir
solucgao:

T = kb/a
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Exemplo 26

Uma dada coroa esférica®® possui volume igual a 254 m3. Se o raio da esfera
menor vale 1,5m, qual o raio da esfera maior?

Solugao

Seja R o raio da esfera maior. O volume da coroa esférica é simplesmente a
diferenca entre o volume de cada esfera:

4 4 4 4
V= gﬂ'RS — 3777"3 = gﬂ'RS =V+ 5777“3

Isolando o R:

3V 3\ /3 3.954\ /3
R=r4+ "= s R=(r3+= =(1,5%4+ ——
4 A 47

- [F= 00

Exemplo 27

(P1 2022) Suponha um asteroide de érbita circular e interior a érbita da
Terra. Vocé, em seu observatoério, descobre com precisao que o periodo sinédico
desse asteroide é de S = 3,00 anos. Dessa forma, calcule a distancia, em UA,
desse asteroide ao Sol.

Solucao

Primeiramente, por ser um planeta interior em relagao a Terra, sabemos que
seu perfodo é menor que o da Terra (pela 3* Lei de Kepler). Assim a equagao

do periodo sinédico fica:
1 1 1

ST T. T
Onde T4 € o periodo do asteroide e Ty, o da Terra, que sabemos valer 1 ano.
Além disso, como queremos a distancia em UA, podemos usar a 3* Lei de
Kepler como: X
Tj = ai‘ =Ty = (CLA)§

Sendo que a4 é a distancia pedida. Note que o periodo sai em anos, exata-
mente a unidade que queremos no periodo sinédico. Logo,

1 1 1 1 1 1

= — = ———=—4 —
S (aA)§ T@ (QA)§ S T@

28Espaco determinado pelo espaco entre duas esferas concéntricas - igual a uma coroa
circular, mas para uma esfera.
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1

Lembrando que % =1z~ e substituindo os valores:

1 4 475
aA :g‘i‘l:g:aA: §

=[as =082 UA

OBS.: ha varios jeito de desenvolver as equacoes, por exemplo, talvez fosse
mais intuitivo para vocé encontrar T4 direto com o periodo sinédico e entao
jogar na 3% Lei, apenas resolvemos desse jeito pois ilustrava melhor a ideia
apresentada anteriormente.

Expoentes Pares

Um problema dos expoentes pares é que ntmeros negativos elevado a eles
viram positivos. Isso é um problema, pois se tivermos a equacio z2 = 4, pode-
mos apenas dizer que z = 4'/2 = \/4 = 2, pois —2 também deveria ser solucéo,
uma vez que (—2)% = 4. Como proceder?

Antes de qualquer coisa, apesar de 22 = (—2)? = 4, nao podemos dizer que
V4 vale 2 e —2. Por definicdo, a raiz de um niimero sé pode assumir um valor
e o valor escolhido é o nao negativo.

A partir disso, podemos concluir que v/ > 0, independente do valor de 2%,
ou ainda que Va2 > 0. Portanto, ndo podemos dizer que Va2 = x para todo x
porque se x for negativo, terfamos v a2 < 0, o que é impossivel.

Para encontrar o quanto deveria valer V22, basta vermos um exemplo.
Como j& vimos 22 = (=2)2 = 4, logo V22 = /(=2)2 = V4 = 2. Assim,
se o numero for positivo, a raiz dele ao quadrado é simplesmente ele mesmo,
mas se ele for negativo ela vale seu mdédulo, ou em outras palavras:

N x,sex >0
||, se z <0

Ja que o médulo de um nimero positivo é ele mesmo, podemos generalizar
e dizer que Vx? = |z| para todo = real. Entdo, na equagdo x> = 4, podemos
fazer:

Va2 =Vi= |z =2.

Dali, para resolver essa equagdo modular é sé lembrar que | — z| = |z|:

29Unica condicdo é que ele ndo pode ser negativo, pois nao definimos raiz de nimeros
negativos no universo dos reais.
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r =12

Onde “+” 1é-se “mais ou menos” e é a notagao para abreviar z = —2 ou 2

Novamente, normalmente nas escolas apenas ensinam que quando “passar
a raiz para o outro lado” devemos colocar esse +. De fato, esse é um jeito
mais rapido que vocé nao tem que pensar tudo isso por tras e nao ha nada
de errado em fazer isso para economizar tempo. Porém, é relevante ao me-
nos uma vez entender direitinho de onde veio a motivagao para colocar o +,
para que nao seja outra coisa que vocé apenas decorou e nao sabe porque ocorre.

Em geral, na Astronomia estamos procurando por solucées positivas, entao
muitas solugoes acabam nem citando essa discussao quando passam alguma raiz
quadrada. Inclusive, na prépria solucao do Exemplo 27 nem comentamos sobre,
mas perceba que o periodo é necessariamente um nimero positivo, de forma
que nao seria preciso colocar o —, pois irfamos descartar essa opgao depois.

OBS.: ao longo do desenvolvimento do exemplo, utilizamos a raiz quadrada,
todavia, essa discussao se estende para qualquer expoente par.

1.6.7 Equacgoes do segundo grau

Ao resolver um exercicio, muitas vezes vocé encontrarda equagoes que nao
encaixam com nenhum dos casos anteriores, isto é, a varidvel x aparece mais de
uma vez com expoentes diferentes. Por exemplo, na equacio 2% — 5z + 6 = 0,
nao ha nenhuma maneira rapida de isolar o . Visto isso, é necessério encontrar
um novo método para que seja possivel resolver esse tipo de equacao. Com essa
motivagao, desenvolveu-se o método de Delta e Bhaskara.

De maneira geral, uma equacao do 2° grau pode ser escrita como:

ar?+br+¢=0

Onde a, b, e ¢ sdo coeficientes reais.

O método de Delta e Bhaskara diz que, se definirmos A = b2 — 4ac (por isso
“Delta” do nome), as solugées para equagao sio:

-b— VA b+ VA
r=———— ou = —--——
2a 2a

Ou, de maneira mais compacta:

L —bEVA
N 2a




1.6. MATEMATICA ELEMENTAR 69

Demonstragao

Para manter o padrao, segue abaixo a demonstracao. Ela nao é necesséria,
mas é interessante ver ao menos alguma vez de onde veio esse férmula tao uti-
lizada.

Primeiramente, seria interessante que conseguissemos escrever nossa equagao
na forma (x + A)?> = B, pois assim seria possivel de resolver - bastaria passar
a raiz para o lado direito e entdo subtrair A dos dois lados.

Dito isso, lembrando do trinémio do quadrado perfeito, sabemos que
(r + B)? = 22 + 2Bz + B2 Comparando com a nossa equacgao, seria bom
se o coeficiente do = sumisse. Para isso, basta dividirmos a equagao por a:

ar?+br+c=0 0 5 b c
=—-=z+-z+-=0

a a a a
Comparando de novo, vemos que queremos que 2B = g, pois esse é o
coeficiente do x. Logo, B = %. Assim, se somarmos B? dos dois lados:

x2+éx+ i 2—1—5— i 2:> m+£ Q—E—E
a 2a a \2a 2a)  4a? a

Antes de passar a raiz, vamos melhorar o lado direito. Note que 4a-a = 4a2,
ou seja:
b2 c b®—4ac B b? — 4ac

462 o 4a® (2a)?

Agora, passando a raiz (ndo se esquega do +):

2 7 _ 2 _
x—|—£:i b dac Vb 4ac_i\/b dac

2a (2a)? =+ V/(2a)? B 2a

Isolando o x:

b n Vb? — dac

2a 2a
Usando A = b? — 4ac:

_ —bEVA
v 2a

Antes de iniciar os exemplos, é importante notar que, por haver uma raiz
na resposta final, precisamos analisar seu sinal - j4 que nao podemos calcular
raiz de um numero negativo no universo dos reais. Além disso se o A, também
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chamado de discriminante, for nulo teremos apenas uma resposta, ou, mais
rigorosamente, duas respostas iguais. Entao, temos 3 casos a considerar:

se A < 0, nao ha solugao real
se A = 0, ha duas solugdes reais e iguais

se A > 0, ha duas solugdes reais e distintas

Exemplo 28

Encontre as solucoes da equacao z2 — 5z + 6 = 0.

Solugao

Aplicacao direta da férmula mostrada. Primeiro, calculando A:

A=(-5)2-4-1-6=25-24=1

Entao:
. —(=5)+Vv1 5+1
N 2-1 2
=
Exemplo 29

Resolva em = a equagao

2GM
var? + 2GMz — vaR? = ——x?

Solugao

Primeiro, precisamos deixar apenas 0 em um lado:
(vg — 2(;]\/[> 22 +2GMz — viR* =0
O discriminante fica:
A= (2GM)*—4 <vg - 2GM> (—vpR?) =

A =4AG*M? + 43 R? <v3 - > =

A = 4G*M? + 4vy R? — 8GM Ru}
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Quando o A parecer muito feio, compensa tentar fatora-lo para encontrar
uma expressao mais bonita. Colocando o 4 em evidéncia e reescrevendo a
exXpressaon:

A = 4(G*M? — 2GM Rv} + viR?)
A =4((GM)? = 20GM)(@3R) + (3R)?),
que é um trinémio do quadrado perfeito. Logo,
A =4(GM — v2R)?

Portanto,
—2GM + \/J4(GM — ng 2

2 <v§ — 2%M>

—2GM +2(GM — 12R)

(26
Vo 7R

Cortando o fator de 2,

Tirando a raiz,

—GM + (GM — v2R)

T 2GM
2 - 2
R
Vendo agora cada caso:
~GM + (GM —viR) ~ wviR iR
vg—QGM - Ug_QGRM - 2(?2M_,U(2)
R
€T =
02
—GM — (GM —v§R) _ —2GM +viR [0~ R
5 2GM a 02 2GM 2GM -
T TR Yo — b5 —
Assim,
r=Rouzx= g
- 2GM 2

1.6.8 Logaritmos

Ja vimos como resolver equagoes lineares com x, equagoes quadraticas e até
algumas equagbes nas quais o = aparece com um expoente diferente. Toda-
via, ainda nao sabemos como proceder caso o = esteja no expoente. Como ja
discutido, precisamos de uma funcao que “anule” a exponenciagao. Para isso,
criou-se o conceito de logaritmo.
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Definicao
Essencialmente, define-se log como a operacao que satisfaz
a® =b=log,(a") =2z

Isto é, anula o expoente.

Assim, se tivermos a equagao a® = b, podemos aplicar o log dos dois lados:
log,(a®) =log, b = x =log, b

Onde chamamos a de base e b de logaritmando e lé-se “log de b na base a”.

Dessa forma, tirar o log de um numero é a mesma coisa que perguntar
“qual expoente devemos elevar a base para que dé esse numero?”. Por exemplo,
log, 8 = 3, porque precisamos elevar 2 ao cubo para dar 8.

Propriedades
Apresentada a defini¢do, podemos explorar suas propriedades.

1. Condigao de Existéncia

Como bases negativas teriam comportamentos inconsistentes, foi de-
cidido que a base de um logaritmo deve ser positiva. Consequente-
mente, o logaritmando também deve ser positiva, visto que nao hé ne-
nhuma poténcia que faga um nimero positivo virar negativo. Portanto,
a condigao de existéncia do log é:

‘a”zb:leogab sea,b>0

2. Soma e Subtracao de logs
A soma de dois logs (na mesma base) é igual ao log do produto, isto é
log. a + log,. b = log, (ab). E mais facil de provar o contrario - o log do
produto ¢ igual a soma dos logs.

Seja x =log.a e y = log, b. Pela definicao de log, sabemos que ¢* =a e
cY =b. Logo,
ab=c""Y = log, (ab) =z +y

Mas z = log.a e y = log.b. Entao:

‘ log,. (ab) =log.a + log, b ‘

De maneira analoga,

a

log, (b) =log.a — log,.b
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Nao é necessério decorar a dedugao da propriedade, mas para nao esque-
cer, lembre-se da Propriedade 1 de exponenciagao - se o produto soma os
expoentes, faz sentido que o log do produto some os logs, visto que elas
Sao operagoes inversas.

3. Exponenciagao no log

Essa propriedade diz que log, (a®) = blog,. a. A maneira mais intuitiva de
ver isso é lembrar da definicao de exponenciacao e aplicar a Propriedade
2 de log:

logc(ab) =log.(a-a-...-a)=log.a+log.a+...+log.a

bvezes

bvezes

= |log, (a®) = b-log,.a

Apesar dessa demonstracdo ser valida apenas para ntimeros naturais,’

a propriedade se aplica para qualquer expoente, seja ele natural ou real.

4. Expoentes com log

As vezes o logaritmo pode aparecer no expoente e, quando a base do ex-
poente for a mesma da do logaritmo, podemos aplicar sua definicao para
simplificar a conta. Por exemplo, se quisermos calcular 2823 temos que
lembrar a pergunta que o log tenta responder: “qual expoente devemos
elevar a base para que dé o logaritmando?”, ou seja, log, 3 é exatamente
o expoente que temos que colocar no 2 para dar 3, ou em outras palavras,
210823 = 3. De maneira geral:

Bases Principais

Como dito anteriormente, as bases de log nao sao uma coisa para se preocu-
par. Isso ocorre, pois em olimpiadas nunca aparecerd uma base diferente de 10
e o nimero de Euler 3! (talvez se vocé fizer informatica apareca algumas bases
2, mas estd fora de nosso escopo). Essas duas bases sdo t@o recorrentes que
seus logaritmos recebemos formas especiais. Ao invés de escrever log,, e log,,
usamos log e In (como vocé pode conferir em sua calculadora), respectivamente.
Ou seja, quando a base estiver omitida, subentende-se que a base é 10.

30 Apresentamos essa e ndo a mais correta, pois assim fica mais intuitivo e, consequente-
mente, mais facil de lembrar.

31E dificil explicar a importancia do logaritmo na base e (chamado de logaritmo natural
ou neperiano) para quem nao ainda nao estudou Célculo, pois ele costuma ser relevante mais
nessa area. Portanto, apenas lembre da sua existéncia - ele ndo costuma aparecer tanto em
olimpiadas de Astronomia.
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Apesar do procedimento padrao de resolver uma equacao do tipo a* = b
ser tirar o log na base a dos dois lados, podemos resolvé-la usando log base 10,
gracas a Propriedade 3 de log:

logb,

log(a®) =logb = x -loga = logh = x =
loga

Exemplo 30
. . 4 N ~ _t
A massa de um composto radioativo é descrita pela equagao m(t) = my-277,
onde mg é sua massa inicial, 7 = 2,00 dias seu periodo de meia-vida e t é o
tempo decorrido, em dias. Apds quantos dias sua massa serda 5% da original?

Solugao

E uma aplicacio direta da ideia que acabamos de mostrar. Dividindo os
dois lados por mg e depois tirando o log:

¢ t
L log <m> = ——log2
mo mo T

Isolando o tempo t:

log<>
1
fo o \mo) _ , log(0,05)

log2 log(2)

= |t = 8,64 dias

Variavel Dentro do Logaritmo

Até o momento sé vimos equacoes nas quais a varidvel aparece no expoente.
Todavia, podemos encontrar as vezes o x dentro do logaritmo. Nesses casos,
para proceder basta utilizarmos a Propriedade 4 de logaritmos. Por exemplo,

se tivermos log z = a, podemos elevar o 10 aos dois lados da equacio?®?:

10ls s — 100 224, qpe

ou seja, nesses casos, basta isolar o log e colocar o outro lado da equagao no
expoente do 10.

logb
log a
de base. Como a unica base que aparece nas provas é a base 10, essa propriedade nao foi
introduzida.

33Perceba que, se a = b, entdo 10% = 10°.

32Note que a partir disso, concluimos que log, b = , que é a propriedade de mudanca
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Exemplo 31

Se a magnitude absoluta de uma estrela é M = +1,47 e sua magnitude
aparente m = 44,93, qual sua distancia, em parsecs, até nés?

Solucgao

Novamente, uma simples aplicacao do que foi dito. Sabemos que se D for a
distancia da estrela em parsecs, temos:

- M
m— M =5log(D) —5=log(D) = mTM
Elevando 10 aos dois lados:
D _ 10771,715\/14»5 _ 104,937%,47«}»5

=|D =492pc

1.7 Geometria Elementar

1.7.1 Retas paralelas e perpendiculares

A imagem abaixo mostra uma situagao arbitrdria em que hé duas retas, r e
s, se cruzando.

/ :
Figura 1.20: Retas se cruzando

Dizemos que essas retas sao paralelas entre si quando elas nao se intersec-
tam, assim como representado na imagem abaixo.
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Figura 1.21: Retas paralelas

Por outro lado, caso o angulo entre as retas seja 90°, dizemos que elas sao
perpendiculares.

Figura 1.22: Retas perpendiculares

1.7.2 Angulos Complementares e Suplementares

Dado dois angulos « e 3, dizemos que eles sdo complementares caso:

a+ 5 =90°

Como 90° é o angulo entre duas retas perpendiculares, temos que essa
condigao pode ser representada pela imagem abaixo.
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T

Figura 1.23: Angulos complementares
Agora, dizemos que « e [ sdo suplementares se:

a+ B =180°

Sabemos que 180° é o angulo associado a uma reta, logo podemos representar
essa situagao de acordo com a imagem:

Figura 1.24: Angulos suplementares

1.7.3 Angulos Opostos pelo Vértice

Vamos analisar os angulos associados a interseccao de duas retas:
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Figura 1.25: Angulos opostos pelo vértice

Uma propriedade extremamente importante é que os angulos opostos pelo
vértice (ponto de intersec¢do entre as retas) sao idénticos. Ou seja:

B=0

Ainda, vale ressaltar que, de acordo com os angulos suplementares:

at+f=F+y=7+0=0+a=180°

1.74 Angulos em Retas Paralelas

Vamos analisar uma situagao em que hé duas retas paralelas entre si e uma
outra reta que nao é paralela com relagao as outras, assim como representado
na imagem abaixo.

/

3
e

Figura 1.26: Angulos em retas paralelas

Uma propriedade entre os angulos « e 8 é que eles sdo idénticos. Ou seja:
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1.7.5 Semelhanca de Triangulos

Se pegarmos um triangulo e dobrarmos todos os seus lados, o que ocorre
com seus angulos internos? A primeira vista, talvez seja dificil de imaginar,
mas na verdade é bem simples.

Pegue qualquer triangulo nesse pdf e dé um zoom. Uma coisa importante
sobre dar zoom ¢é que ele altera todas as dimensoes igualmente, ou seja, se um
lado for multiplicado por 2, todos os outros serao. Ao fazer isso, note que a
forma do tridngulo nao muda, isto é, seus angulos internos se mantém.

Dessa forma, concluimos que ao multiplicar todos os lados pelo mesmo fator,
os angulos internos do triangulo nao mudam. De maneira analoga, se notarmos
que dois triangulos possuem os mesmos angulos internos, podemos afirmar que
seus lados possuem uma razao constante>?, isto é, um tridngulo é simplesmente
o outro com os lados multiplicados por algum fator k.

Quando isso ocorrer, dizemos que os tridngulos sao semelhantes. Ha mais
de um caso de semelhanca, mas eles nao aparecem nas olimpiadas, portanto sé
abordaremos o caso em que os angulos sao iguais.

Note que como a soma dos angulos internos de um triangulo é fixa, se provar-
mos que dois angulos sao iguais, o terceiro necessariamente serd. Normalmente,
para provar a igualdade dos angulos usamos os fatos mostrados nas duas ultimas
subsegoOes, como veremos nos proximos exemplos.

Exemplo 32

Dado os dois triangulos abaixo, calcule E'F.

A
6 100

30°

10 D

34Mostrar isso ests fora do escopo do livro, mas se vocé gostar de Matemética tente usar o
Teorema de Tales.
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Solugao

Primeiramente, vamos calcular o a4ngulo internos faltante em AABC. Sa-
bemos que a soma deve ser 180°:

ABC + ACB + BAC = 180° = ABC + 30° + 100° = 180°

= ABC = 50°

Portanto, vimos que dois angulos entre os triangulos coincidem! Logo, eles
sao semelhantes e podemos encontrar a razao de seus lados. Antes de mais
nada, é importante ver quais sdo os lados correspondentes. Para isso, basta
olhar para o angulo oposto ao lado. AC é oposto ao angulo de 50°, entao seu
correspondente é o DF. Analogamente, BC e EF também sfo. Finalmente,

podemos escrever:
DF EF _EF 9

AC " BC 10 6

- [EF=15)

Exemplo 33
Dado que AB // DE, encontre DE.

E
9
A
C
5
3
B D
Solugao
Primeiramente, note que ACB = DC’E, pois sao opostos pelo vértice.

Agora, j4 que AB // DE, vemos que BAC = EDC.
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Assim, ja que dois angulos sao iguais, podemos afirmar que os tridngulos
sao semelhantes. Logo:

AB DE _DE 5

BC CE 9 3

- [DE=15]

1.7.6 Circulo e Circunferéncia

Uma circunferéncia é um conjunto de pontos que equidistam de uma ori-
gem em comum. Vamos estudar cinco tipos de comprimentos na circunferéncia:
corda, diametro, raio, perimetro e arco.

Primeiramente, uma corda é qualquer segmento que liga dois pontos de
uma mesma circunferéncia, assim como representado na imagem abaixo. Elas
sdo segmentos secantes a circunferéncia, uma vez que passam por dois de seus
pontos. Vale ressaltar que retas que passam por somente um ponto da circun-
feréncia sao chamadas de retas tangentes.

Figura 1.27: Os segmentos AB, CD, EF, GH e IJ sdo alguns exemplos de
cordas.

Ademais, define-se didmetro como a corda de maior comprimento possivel
em uma circunferéncia, assim como o segmento EF na figura 1.27. Ainda, o
raio ¢é a distancia entre o centro de uma circunferéncia e qualquer um de seus
pontos. Pode-se perceber que o comprimento do diametro equivale ao dobro
do comprimento do raio. Veja a imagem abaixo:
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Didametro

Figura 1.28: Raio e diametro

Por fim, o perimetro C' de uma circunferéncia é o comprimento de seu
contorno. Por exemplo, caso colocassemos um barbante ao redor de uma cir-
cunferéncia de forma que ele cobrisse todo o seu contorno, o comprimento do
barbante seria igual ao perimetro. Por argumentos de dimensionalidade, pode-
se inferir que C' o« D, ou seja, caso o diametro de uma circunferéncia dobre,

C
seu perimetro também ird dobrar. Assim, a razao D independe dos valores

individuais de C ou D e vale:

5=r=[C=2]

Onde 73° é uma constante cujo valor é cerca de 7 ~ 3,14159.... Vale ressaltar
que as calculadoras cientificas possuem o valor de m salvos em suas memorias,
ou seja, nao é preciso decora-lo.

Exemplo 34

Durante um periodo 30 minutos, Magda percorreu 5,0 km. Assumindo que
sua velocidade foi constante durante esse percurso, com as rodas numa cadéncia
de 80 rpm (rotagoes por minuto), calcule do didmetro da roda da bicicleta de
Magda.

350s primeiros valores da constante 7 foram penosos de serem obtidos. Em 250 a.C.,
Arquimedes cria o Método da Exaustado, que consistia em inscrever um poligono de n
lados numa circunferéncia e inscrever essa circunferéncia em um poligono, também, de n
lados. Esse método foi usado por muitos matematicos ao decorrer do tempo. Ludolph van
Ceulen foi um dos dltimos matematicos conhecidos a usar esse método. Ele trabalhou com
um poligono de 262 lados e obteve uma precisdo de 15 casas decimais, levando cerca de 30
anos para efetuar os célculos. Esse método entrou em decadéncia apés Newton desenvolver
uma maneira extremamente mais eficiente de se calcular o valor de 7, sendo mais uma de
suas grandes conquistas.
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Solugao

Como esse percurso levou 30 minutos, as rodas rotacionaram 80 - 30 = 2400
vezes. Montando uma regra de trés entre rotagoes e distancia:

Rotagoes Distancia percorrida (m)

1 C
2400 5000
25 C 25

C d=—="220,66m

==
12 T 127

Por fim, vamos analisar o arco de uma circunferéncia, que é o segmento que
liga dois pontos de um circunferéncia passando por seu perimetro, assim como
representado na imagem abaixo.

Figura 1.29: Arco de circunferéncia

Onde 0 o angulo referente ao arco AB e L o seu comprimento. Perceba
que o perimetro de uma circunferéncia pode ser interpretado como um arco de
0 = 27 radianos (ou 360°), ou seja, podemos realizar uma regra de trés para
encontrarmos o valor de L:

e Em radianos:

L 0 [rad] —
{C'_ o L=20 ] [rad]-R

e Em graus:
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L 0[] ™
=z = L=—.
{C 360° |~ 180

Utiliza-se o termo circulo para se referir a area delimitada pelo perimetro de
uma circunferéncia. Uma forma simples de deduzir a area de uma circunferéncia
de raio R pode ser ilustrada na imagem abaixo:

@ ) R

Figura 1.30: Dedugao da area do circulo

0] R

Podemos dividir o circulo em infinitos triangulos infinitesimalmente peque-
nos de altura R e base x,. Assim, a drea do circulo serd a soma das areas

de cada um dos triangulos formados. No caso do triangulo da figura, sua
z1-R
area vale A; = 12 . Pode-se formar outros tridngulos, de bases também

infinitesimais (x2,z3,...,2,), para completar o circulo. Ainda, perceba que
r1 4+ xo + 23+ ... + T, = 2R, uma vez que a soma das bases dos infinitos
triangulos é o préprio perimetro do circulo.

A area A do circulo serda numericamente igual & soma das dreas de cada
tridngulo de base infinitesimal. Matematicamente:

A=A+ Ay +As+ ...+ A,

l'l'R I'Q'R fE3'R ZL’nR
A=
2 + 2 + 2 et 2
R
A=§($1+.’E2+$3+...+$L’n)
A:E'ZTFR

Z
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Ou seja:

Vale ressaltar que dobrar o raio de uma circunferéncia faz com que seu
diametro e perimetro dobrem, porém a area fica quatro vezes maior. Isso é
consequéncia direta da dimensao da area, que é de comprimento ao quadrado.

Assim como calculamos o comprimento de arcos, que sdao “pedagos” do
perimetro, podemos calcular a area de setores circulares, estes que sao os
“pedacos” d& area total do circulo. Sendo S a area de um setor associado a
um angulo #, onde um @ = 27 estd associado & area total, 7R2, podemos fazer
regras de trés para encontrar o seu valor:

A

Figura 1.31: Setor circular

Relacionando,

e Em radianos:

e Em graus:

S_00F] T
A 3600 360

Exemplo 35

A partir do centro de uma torta circular retira-se uma fatia (setor circular)
que corresponde a 35% do total da torta. Calcule o 8 associado & essa fatia.
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Solucao

Basta montar uma regra de trés entre angulo e porcentagem,

Angulo Porcentagem

0 35%
360° 100%
35
0 =360° - — = 126°
100

Por fim, vale lembrarmos das unidades de medida de angulos. Além do grau
e do radiano, podemos utilizar segundos de arco [’] ¢ minutos de arco [].
Suas conversoes sao bem simples:

1° = 60’ = 3600" |

Analogamente:

Por fim, temos a cléssica relagao:

1.7.7 Areas e Volumes

Na imagem abaixo, estao representadas algumas expressoes para o perimetro
(C), a édrea (A) e o volume (V) de alguns sélidos e figuras.
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A=gr? A={fw A:Ebh
C=2znr
b o a
a b
t=at+b? Az%absena’

)
w
{

V = fwh V =nrth
Vfgzrr =§¢rr :—fwh

Figura 1.32: Areas e volumes de sélidos e figuras

Podemos deduzir a quinta expressao através da terceira. Perceba:

|
a/ ip
o[

b

Figura 1.33: Deduzindo a area do tridngulo
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bh h
Sabemos que A = CR Entretanto, temos que sena = — = h = asena.
a

Portanto:

A % _ ba sen «
2 2

1.8 Trigonometria Elementar

Como sabemos, se dois triangulos tiverem os mesmos angulos internos, eles
serao semelhantes, isto é, os lados deles seguem uma proporcao fixa. Mas e
se apenas um dos angulos fosse igual? Seria possivel afirmar algo? Dentre
essa e muitas dividas que envolvem as relacgoes entre os angulos e lados de um
tridngulo, nasceu o estudo da Trigonometria. Nessa se¢do veremos o necessario
dessa drea para a Astronomia.

1.8.1 Teorema de Pitagoras

Primeiramente, é preciso revisar o Teorema de Pitagoras, pois triangulos
retangulos desempenham um papel importante na Trigonometria. Ha varias
maneiras de demonstra-lo, entao os passos a seguir sao apenas para ilustrar o
Teorema.

Figura 1.34: Quadrado de lado ¢ dentro de um de lado a + b (o quadrado
vermelho torto dd a impressao de que a figura estd torta, mas na verdade os
lados do quadrado azul estdo paralelos & pdgina).

A 4rea do quadrado azul é simplesmente (a + b)?. Porém também podemos
escrevé-la como a area do quadrado vermelho somada aos 4 triangulos de base



1.8. TRIGONOMETRIA ELEMENTAR 89

e altura a e b. Logo,

b
(a+b)2:c2+4><%

Abrindo o bindémio:
2 2_ 2
a® + 2ab + b° = ¢ +2ab

[P =]

Ou seja, o quadrado da hipotenusa ¢é igual a soma dos quadrados dos catetos.

1.8.2 Relagoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo

Revisado o triangulo retangulo, podemos partir para a definicao das fungoes
trigonométricas.

Suponha um triangulo retangulo de catetos a e b, hipotenusa c¢ e angulos
internos « e 3, como abaixo:

-]

b

Figura 1.35: Representacao do triangulo em questao.

Definimos as fungoes seno (sen), cosseno (cos) e tangente (tan) de um angulo
como:

Cateto Oposto b

senag = ———— = -
Hipotenusa c

Cateto Adjacente «a

cosa = - = -
Hipotenusa c

; Cateto Oposto b
ano = = -
Cateto Adjacente a
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Nesse caso, escrevemos para o angulo a. Vale lembrar que “adjacente” sig-
nifica “vizinho”, “perto”.

Existem diversos mnemonicos para lembrar da definigao de cada fungao que
podem ser facilmente encontradas no Google, entao nao mencionaremos ne-
nhum aqui, mas é aconselhavel procurar por algum para que fixe os conceitos -
com a pratica eles nao seram mais necessarios.

Apresentada as definigbes, talvez agora vocé esteja se perguntando qual a
relevancia delas. Lembrando dos critérios de semelhanca, basta dois angulos
serem iguais que os triangulos sdo semelhantes. Dessa forma, ao compararmos
triangulos retangulos, ja sabemos que eles possuem um angulo de 90°, ou seja,
se vermos que também possui um angulo «, ele sera semelhante ao triangulo
da figura 1.35. Como as fungoes trigonométricas sao escritas em fungao da
razao dos lados, sabemos que elas serao constantes para qualquer triangulo
retangulo com angulo a.

Por exemplo, se tivermos um triangulo retangulo com cada lado sendo o
dobro do nosso triangulo original, o seno de « ainda seria:

b
senq = — = -
2¢ ¢
E é facil de ver que o mesmo ocorreria para o cosseno e a tangente (ou para
qualquer k que estivéssemos multiplicando o lado).

1.8.3 Propriedades Trigonométricas

Agora que temos uma base de onde vem as fungoes trigonométricas, podemos
explorar algumas propriedades.

Angulos Complementares

A propriedade mais simples de ver é a dos adngulos complementares (se
somam 90°). Por exemplo, na figura 1.35 « e § sdo complementares. A partir
dela é féacil de ver que o “lado oposto” para « é o “lado adjacente” para [ e
vice-versa. Dessa forma, se fossemos escrever seus senos e cossenos, verfamos
que eles invertem, isto é sen @ = cos 8 e cosa = sen §. Ainda, ja que o “oposto”
e “adjacente” se invertem nesse caso, vemos que a tangente se inverte também,
isto é, é elevado a —1. Portanto, aproveitando que a + 5 = 90°:

sena = cos (90° — )
cosa = sen (90° — «)
1

tana = —
T fan (90° — )
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Tangente e a Relagcao Fundamental da Trigonometria

Agora, para ver algumas outras propriedades é necessario alterarmos o
tridngulo da figura 1.35 um pouco. Como ja discutido, multiplicar (ou divi-
dir) os lados do tridngulo por algum fator ndo alteram as propriedades trigo-
nométricas do angulo. Assim, vamos dividir os lados pela hipotenusa ¢. Com
isso, agora a hipotenusa vale 1 e os catetos b/c e a/c ou, em fungao de a:

COS «v

j

sen «

Figura 1.36: Triangulo retangulo de hipotenusa 1.

A partir dela concluimos mais duas coisas. Primeiro, vendo a tangente de
o, temos:

Além disso, aplicando o Teorema de Pitagoras:

sen?a +cosa =1

Essa tdltima equacao é tao importante que recebe o nome de Relagao Fun-
damental da Trigonometria.

Soma e Subtragao de Arcos

Agora, podemos ver como proceder quando tivermos um seno da soma de
dois angulos, por exemplo sen (« 4 3). Para isso, considere um tridngulo AABC
com lados BC' =a e AC =b e altura AD, como a figura 1.37.
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[-] A
D bsen 3

a sen o

Figura 1.37: Triangulo com o angulo A cortado em dois pela altura.

Note que sena = % = BD = BCsena = asen« e, analogamente, AD =
bsen 8. Ainda, fazendo o mesmo processo, mas com 0 COSSenos, vemos que

h=acosa =bcosf (1.3)

Agora, a ideia é escrever a area do triangulo de duas maneiras diferentes e
entdo comparé-las. J& que o angulo BC'A vale a + 3, podemos escrever a area
dele como:

A= %absen (a+p)

Além disso, podemos calculé-la também da maneira padrao como metade
do produto entre a base e altura. Perceba que a base é AB = BD + AD, ou
seja, AB = asen«a + bsen ( e altura é h:

1
A= i(asena + bsen B)h
Tgualando as expressoes para a area e utilizando a equagao 1.3:
1 1
§ab sen (a + f) = 5(@ sena + bsen )b cos
Cancelando o fator de b/2 e isolando o seno de o + :
b
sen (a + ) = senacos B + — cos Ssen
a

Ainda pela equacao 1.3, note que podemos dividir os dois lados por a e ver
que:

—cos S =cosa
a
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Portanto, finalmente chegamos que:

’sen(a—i—ﬁ) zsenacosﬁ—i—senﬁcosa‘

Para encontrar o cosseno da soma de arcos, podemos utilizar a Relagao
Fundamental da Trigonometria:

cos(a+ ) = /1 —sen?(a+p)

Substituindo o seno da soma:

cos(a+ B) = \/1 —sen? acos? 3 — sen? 3 cos? o — 2sen a cos 3 sen 3 cos o

Para poluir menos, vamos primeiro desenvolver somente a parte
1 — sen? acos? 3 — sen? B cos? . Para isso, vamos agora substituir o 1 pela
soma de seno e cosseno quadrado de a:

2

1 —sen? avcos? B —sen? B cos? a = sen? o + cos? a — sen? v cos? B — sen? § cos? o

Colocando sen? « e cos? o em evidéncia:

2

1 —sen? a cos® B — sen? ff cos® a = cos? a1 — sen? 3) + sen” a(1 — cos? j3)

Novamente, j4 que 1 = sen? 3 + cos? 3:

2 2 2

1 —sen? avcos® B — sen? B cos? o = cos? avcos? B + sen? avsen?

Substituindo de volta na raiz:

cos(a+ ) = \/0052 acos? B+ sen? asen? 3 — 2sen v cos 3 sen 3 cos o

Reorganizando os termos:

cos (a + B) = /(cos arcos 3)2 — 2(cos a cos ) (sen a sen B) + (sen asen 3)2

Assim, finalmente:

‘cos(oz—!—ﬁ) zcosacosﬁ—senasen,b"

Por motivos que ficarao mais claros em breve, o cosseno satisfaz a condigao

cos (—z) = cos(z), sendo chamado de uma fungao par. J4 o seno satisfaz
a condigdo oposta, isto é sen (—xz) = —sen (x), sendo portanto, uma funcao
fmpar36

36 A motivacio desses nomes vem dos expoentes de fungdes fmpares (e pares) mais faceis
de ver. Por exemplo (—z)% = 22 e (—z)3 = —23. Note que a paridade do expoente satisfaz
o nome de sua propriedade, isto é, 2 é par e 3 é impar, assim como a propriedade diz.
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Sabendo disso, podemos encontrar o seno e o cosseno da diferenca fazendo:

{sen (a+ (=) =senacos (—f) + sen (—5) cos «
cos (a+ (—f)) = cosacos (—f) — sen acsen (—f3)

Resumindo,

sen (o £ ) = senacos B =+ sen 5 cos «

cos (£ ) = cosawcos f F sen asen 3

O F significa que quando o £ for +, ele serd — e quando for —, ele sera +.

Em especial, se usarmos @ = 8 = 6, podemos encontrar o seno e cosseno do
arco duplo:

sen (20) = 2sen 6 cos 0

cos (20) = cos? § — sen? §

1.8.4 Circulo Trigonométrico

Quando as fungoes trigonométricas foram introduzidas, talvez tenha notado
que elas ficam limitada a angulos menores que 90°. Para definir para qualquer
angulo e, consequentemente, para qualquer nimero real3”, ou seja, produzirmos
de fato uma funcao, temos que utilizar o chamado circulo trigonométrico.

Primeiro, precisamos relembrar como encontrar a distancia de um ponto até
a origem do eixo de coordenadas.

Dado um ponto P qualquer localizado nas coordenadas (x, y), como consta
na figura 1.38, podemos encontrar sua distancia r a origem aplicando Pitagoras.

37Lembre que um angulo em graus pode ser transformado em um niimero real se o colo-
carmos em radianos.
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Figura 1.38: Ponto P qualquer no plano cartesiano.

Dessa forma,

r? =a? 2

Agora, note que o que fizemos foi encontrar r para um dado x e y, mas, ao
invés disso, podiamos fixar o r, isto é a distancia de um ponto até a origem,
e entao encontrar os x’s e y’s. Obviamente, como isso é uma sistema de duas
variaveis, mas com apenas uma equagao, nao encontraremos x e y fixos, mas
sim um conjunto infinito deles. Entretanto, nao é um conjunto arbitrario de
pontos, sao todos os pontos que estao a uma distancia r da origem - também
conhecido como circunferéncia de raio r com centro na origem.

Isso € interessante, pois pela Relacao Fundamental da Trigonometria, sabe-
mos que (sen)? + (cos#)? = 1, ou seja, se dissermos que um eixo é senf e o
outro cosf, vemos que eles formam um circulo de raio 1 - o chamado circulo
trigonométrico.

Para ver qual eixo é qual, s6 lembrar da nossa definicao inicial de seno e
cosseno, se definirmos o # como o dngulo que o ponto faz com a origem,>® o

eixo x seria o “lado adjacente” e o y o “lado oposto”, logo podemos desenhar:

38N3o o ponto em si, mas o segmento que liga ele & origem.
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Sen @ [r---mmmmmmmmmmmneee ;

cos

Figura 1.39: Representacao de 6 no circulo trigonométrico.

Assim, se quisermos encontrar, por exemplo o seno de 135° nao precisamos
nos preocupar como seria um triangulo retangulo com um angulo interno de
135°, basta pegarmos a coordenada y do ponto que faz 135° no circulo trigo-
nométrico.

Perceba que, por conta da simetria de um circulo, podemos encontrar os
valores de seno e cosseno de qualquer angulo se soubermos somente os valores
de um dos quadrantes dele. A figura 1.40 mostra isso. O segredo é espelhar o
ponto no eixo y e x, pois sabemos que isso manterd seu seno e cosseno (pelo
menos em médulo) pela simetria.

Figura 1.40: Ao espelharmos, mantemos o dngulo e, por isso, a altura (seno) e
a projecao horizontal (cosseno) se mantém.
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Temos que ficar atentos que quando o valor estd na esquerda do eixo ¥y, o
valor de = (cosseno) é negativo e quando estamos embaixo do eixo x 0 y (seno)
é negativo. A partir da figura 1.40 podemos encontrar algumas relagoes

sen (180° — a) = sen «
sen (180° + a) = —sen«

sen (360° — a) = —sen«

cos (180° — ) = —cosa
cos (180° + o) = —cos

cos (360° — o) = cos

Note que caso nao lembre delas, elas sao faceis de obter se usarmos as
férmulas de soma e subtragao de arcos, percebendo que sen 180° = sen 360° = 0
e cos 180° = cos 360° = 1.

Ainda hé o caso de angulos maiores que 360°. Quando isso ocorrer, basta
perceber que se subtrairmos uma volta completa dele, seu seno e cosseno nao

mudarao. Por exemplo, o seno de 420° é exatamente igual ao de 420° — 360° =

60°, isto é, somar ou subtrair uma volta é a mesma coisa que somar ou subtrair
039

Esse fato nos permite observar uma propriedade interessante, se subtrair
360° ndo muda o dngulo, sabemos que (360° — ) — 360° = —a, ou seja:

sen(—a) = —sena e cos(—a) = cosa

Que justifica a propriedade de paridade da funcao de seno e cosseno usada
na demonstragao da soma de angulos.

1.8.5 Outras Funcoes Trigonométricas
Reciprocas

Para nao haver confusao com as fungoes inversas, decidiram criar as fungoes
trigonométricas que sdo o reciproco (ao invés de x, é 1/x) das j& introduzidas,
a saber secante (sec), cossecante (csc) e cotangente (cot) como:

sec o =

1

COSs «x

cSscox =

1

sen «

cota =

tan «

Perceba que ha uma certa “pegadinha”, apesar de chamar secante ela é o
inverso do cosseno e apesar de ser cossecante, ela é o inverso do seno, mas
com o tempo vocé ird se acostumar.

E possivel definir essas fungdes no circulo trigonométrico, entretanto nao é
algo que aparece nas olimpiadas, portanto nao demonstraremos aqui.

39Pense que é a mesma coisa que somar 12 horas em um horario de ponteiro, vocé nio
estard mudando o nimero que os ponteiros estao apontando.
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Inversas

Como discutido brevemente em equagoes do primeiro grau, para resolver
equagoes em geral é necessario aplicar fungoes inversas para que seja possivel
isolar a varidvel. Visando isso, foram definidas as fungdes arco seno (arcsen ou
sen™1), arco cosseno (arccos ou cos~!) e arco tangente (arctan ou tan~1)
como as inversas de suas respectivas funcoes trigonométricas.

Note que apesar de ter um expoente —1, sen~! # ——. Esse “expoente” veio
~ ~ . ~ . sen ~ ’ .
da notagao de fungoes inversas - a funcao inversa de uma fungao f(z) é escrita
como f~1(x).

Assim, se um angulo = possui cosseno igual a a, podemos dizer:

cosx = a = x = arccos (a) ou cos™'(a)

E para sen~! e tan~! o procedimento é andlogo.

Entretanto, como vimos, mais de um angulo possui um determinado cos-

seno’, portanto é importante tomar alguns cuidados, que veremos a seguir.

1.8.6 Equacoes Trigonométricas

Pela figura 1.40, vemos que os angulos 6 e 180° — # possuem o mesmo seno
e 0 e 360° — 6 possuem o mesmo cosseno. Logo, se tivermos uma equacao
cosx = 1/2, a resposta nao é somente z = cos~'(1/2) que a calculadora falaria
x = 60°, mas sim z = cos~*(1/2) ou 360° — cos~1(1/2), isto é, x = 60° ou 300°.
Na verdade, de maneira mais geral:

60° + 360° - n
300° 4 360° - m

Onde m e n sdo um numero inteiro qualquer.

De maneira andloga, se féssemos resolver senz = 1/2, terfamos:

30° + 360° - n
150° 4 360° - m
Para a tangente é menos direto de ver. Nesse caso, queremos que a razao

sen/cos seja igual. Observando novamente a figura 1.40, vemos que isso ocorre
para 180° 4+ 0. Assim, resumindo os dados:

senz =a = x =sen ' (a)+27n ou m—sen"!(a) + 2mm

cosz =a=x =cos ' (a)+2mn ou 2w — cos” ! (a) + 2mm

tanx = a = x = tan"'(a) + 2mn ou 7 + tan"'(a) + 27m

40Na verdade sdo infinitos, basta somar uma volta indefinidamente.
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OBS.: Colocamos os valores em radianos para uma melhor visualizacao da
tabela.

Sempre que for resolver uma equacao trigonométrica, nao esqueca de conferir
se esses valores adicionais fazem sentido. Em geral, como um triangulo esférico
nao pode possuir nem lados nem angulos internos maiores que 180°, esse for-
malismo para a tangente e o cosseno acaba sendo desnecessario.*’ Porém, é
importante conferir se a solugdo com 180° — 6 para o seno faz sentido.

Exemplo 36

Calcule o tempo que Rigel (8 Ori) permanece no céu em Sao Paulo (¢ =
23°37', X = 46°38’), sabendo que suas coordenadas equatoriais s80 Opiges =
—8°12' e agiger = 5"15™.

Solugao

Como veremos em Astronomia de Posi¢do, o angulo horario quando o astro
estd no horizonte (z = 90°) é:

cos H = —tan¢tand

cos H = —tan (23°37') tan (—8°12') = 0,063

Nesse ponto, temos que pensar um pouco. O arco cosseno de 0,063 é 86°23' =
5h45mini?. E simples de ver que nao é necessiario aumentar ou tirar uma
volta (que nesse caso seria 24h), pois voltarfamos para o mesmo lugar (além do
que sairfamos da convencao de —12h < H < +12h). Entretanto, é necessério
avaliarmos a opgao 24h—5h 45min+24h-m, mais especificamente para m = —1.
Fazendo isso, encontramos H = —5h 45min, que estd dentro da convengao do
angulo horario! Mas por que ha duas respostas possiveis para o angulo horario?
Erramos conta? A resposta é que ndo. Na verdade, é muito simples. Durante
o dia, o astro estara no horizonte duas vezes - ao nascer e ao se por. Dessa
forma, ja que temos os angulos horédrios de nascer e ocaso, podemos calcular a
duragao acima do horizonte como:

At = |Hocaso - Hnascer|43 = bh45min — (5h 45mm)

= [At = 11h31min |

41Embora para o cosseno, como podemos ter o 4ngulo —0 é relevante dependendo da con-
vengao de sinais, como veremos em um exemplo préximo.

428e nao souber como fazer essa conversio na calculadora, conferir a parte de Angulos na
Calculadora.

43 Colocamos o médulo, pois as vezes pode ocorrer de usarem a convencao Oh < H < 24h e
af, nesse caso, o angulo horario de nascer seria maior que o de ocaso.
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Exemplo 37

Um satélite coletor de luz estd em uma dérbita circular de raio r = 6880 km,
resultando em um periodo de P = 94,6 min. Sabendo que o raio Rg da Terra
vale 6380 km e considerando que a 6rbita da Terra em torno do Sol esta alinhada
com a Orbita do satélite, calcule o tempo que o satélite recebe luz do Sol ao
longo de um periodo.

Solugao

Este exemplo é igual a um dos exercicios finais. Portanto, tente-o antes de
ver essa discussao.

Colocamos aqui para comentar de uma resolugao que leva a erros caso o
aluno nao tome cuidado ao isolar a varidvel dentro do seno. Como ele sera
resolvido na resolucao no final do capitulo, falaremos apenas do possivel erro
que a construgao geométrica poderia levar.

Se quiséssemos encontrar diretamente o angulo no qual a érbita fica ilumi-
nada, a construcao ficaria:

Raios

Solares

Figura 1.41: Representacao do problema. Note que o pontilhado cinza divide
o 4ngulo € no meio, por isso aquele dngulo de baixo é 180° — 0/2 - o de cima é
igual por serem retas paralelas.

Para encontrar 0:

sen (180° — 6/2) = %
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Para simplificar, lembre que sen (180° — 6/2) = sen (6/2):

6 =2sen! <R) =136°
r

Aplicando uma regra de trés, isso nos levaria a um intervalo de tempo ilu-

minado de:
~136°

~360°
Entretanto, a resposta correta é 58,9 min. Onde foi que erramos?

At

X P =37,5min

O problema ocorreu na hora de isolar o 6/2, apesar de seu seno de fato
ser R/r, seu valor ndo é necessariamente sen~1(R/r), como ja vimos. Ou seja,
esquecemos de considerar a possibilidade que §/2 poderia ser 180°—sen™1(R/r).
Fazendo as contas para esse caso:

6=2 (180° —sen! (R)> =9224° = At =t =
T

= | At = 58,9min

A duvida que fica agora é: como avaliarfamos qual angulo escolher na hora
da prova que nao sabemos o gabarito? Para saber qual angulo é o correto, é
necessario analisar a situagao e ver qual angulo faz sentido - da mesma forma
que descartamos uma solucao na qual a distancia é negativa ao resolver uma
equagao do segundo grau, por exemplo.

224°
360°

x P

Nesse caso, precisamos notar que 6 é necessariamente maior que 180°. Isso
ocorre pois, independente do raio da 6rbita (contanto que seja maior que o raio
terrestre), é impossivel que a Terra faga sombra em seu lado esquerdo, ou seja,
a parte iluminada deve descrever um angulo maior que a metade de uma volta,
isto é, 180°.

Outra maneira de ver é perceber que 180° — /2 tem que ser menor que 90°,
por causa do triangulo retangulo que foi construido e isso sé ocorre para o caso
correto.

1.8.7 Lei dos Senos e Lei dos Cossenos

Talvez depois de toda essa discussao sobre a base da trigonometria ainda
lhe reste a duvida do porqué isso é tao 1til se s6 vale para triangulos retangulos.

A resposta é que, ao tragarmos a altura de um tridngulo, conseguimos for-
mar um tridangulo retdngulo dentro dele. A partir disso, podemos utilizar as
definigoes vistas nas subsegoes anteriores. Conclusao: conseguimos formular
equagoes que valem para quaisquer triangulos. Agora, olharemos duas dessas
relagoes, a Lei dos Senos e a dos Cossenos.
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Lei dos Senos

Dado um tridngulo AABC' genérico, podemos tragar sua altura h e formar
dois triangulos retangulos, como visto abaixo.

B B « A

Figura 1.42: Perceba que podemos fazer essa construgdo com qualquer

triangulo.

De maneira semelhante ao que fizemos na dedugao do seno da soma de arcos,
podemos escrever a altura h de duas formas:

h=asenf =bsen«

Dividindo os dois lados da equagao por ab:

a b

sena  senf3

Que é a Lei dos Senos. Ou seja, para cada triangulo, a razao entre o lado e
o seno do seu angulo oposto é constante.**
Retratando de maneira mais intuitiva, podemos enxergar a Lei dos Senos

Ccomao:

44Note que se fizermos o procedimento com outra altura do tridngulo, encontramos a mesma

relagdo, mas dessa vez com o outro lado.
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a

Figura 1.43: Tridngulo

a b c

senA senB senC

Ela é normalmente usada quando temos 2 angulos (ou lados) e 1 lado (ou
angulo) e queremos outro lado (ou dngulo), como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 38

Encontre os possiveis angulos Marte-Sol-Terra (isto é, o Sol é o vértice),
quando a elongacio®® da Terra vista de Marte é 30°. Considere que a distancia
Terra-Sol é ar = 1U.A. e Sol-Marte ap; = 1,52U.A..

Solugao

A parte mais dificil dessa questdao é compreender o esquema. Essencial-
mente, queremos fixar Marte em um ponto e ver onde a Terra pode estar. A
figura abaixo retrata a situacao.

45Caso ndo tenha visto esse conceito ainda, veja o apéndice de Configuracdes Planetérias.
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Marte

Figura 1.44: Representacao da configuracao. Nao marcamos os angulos pedidos
na figura para nao poluir demais.

Antes de tudo, perceba que héd dois pontos que satisfazem a elongacao de
30° - como esperado, visto que o enunciado fala “os angulos”. Ainda, note que
mesmo se estendéssemos 30° para o lado esquerdo, nao terfamos angulos novos,
pois, por simetria, a situagao seria igual, s6 espelhada.

Agora, temos que identificar o que queremos. De acordo com o enunciado
o angulo pedido é Marte - Sol - Terra. Seja S o angulo com a Terra; e a o
angulo com a Terras.

Temos 2 lados e um angulo e queremos outro angulo - devemos aplicar Lei
dos Senos. Porém, é preciso cuidado, ndo podemos aplici-la direta, pois o lado
apr nao é oposto ao angulo 6, a e nem [. Para o tridngulo com a Terras, ele
é oposto & 180° — (a + 0) e para o da Terra; & 180° — (5 + 0).

Antes de montar a Lei dos Senos, perceba que ela sera exatamente igual para
a e f (s6 trocando que uma vai estar com « e outra com f, claro). Significa
que o = 37 Nao! Significa que um deles é a solucdo com sen™! e a outra com
180° — sen™!, como j4 discutido. Logo:

ar an
senf  sen(180° — (o + 6))
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Lembrando que sen(180° — (o + 6)) = sen(« + 6):

ar an aps send
= = 0) = ———
senf  sen(a + 0) sen(a +9) ar

Tomando o cuidado mencionado anteriormente e ja subtraindo 6 dos dois

lados: p
o — sen-1 (W) _a
ar
B =180° —sen™! (aMsenﬂ) -0
ar

=a=20" e B=100°

Lei dos Cossenos

Como pode ser visto, a Lei dos Senos lida com situagoes nas quais os lados
e os angulos estao em pares. Ja a Lei dos Cossenos, é util quando queremos
saber todos os lados de um triangulo, mas sé temos um angulo. Como ja dito,
o primeiro passo é pegar o triangulo e tracgar sua altura, como visto abaixo.

C

bsen «

A bcos D B

C

Figura 1.45: Construgao parecida com a anterior, mas dessa vez com todos os
lados.

Note que formamos um tridngulo retangulo ABCD de catetos bsena e
¢ — bcos «, e hipotenusa a. Dessa forma, aplicando Pitdgoras:

a® = (bsena)? + (¢ — beosa)? = b? sen® a + ¢ — 2bccos o + b? cos®
Usando a Relacao Fundamental da Trigonometria:

a? = b? — b2cos?a + ¢ — 2bccos a + b2eos® a
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Reorganizando os termos:

a® =b% + 2 — 2bccosa

Que é a Lei dos Cossenos. Ou seja, é um Teorema de Pitdgoras com uma
correcao de duas vezes os “catetos” vezes o cosseno do angulo oposto a “hipo-

tenusa”.
Resumindo,
a
Figura 1.46: Triangulo
a?=0%+c* —2bccos A
b2 = a® + ¢* — 2bccos B
2 =a% +b* — 2bccosC
Exemplo 39
(Vinhedo adap.) Com os dados abaixo, calcule a distdncia de Altair até
Vega.
Estrela Vega Altair
Ascensao Reta | 18236m 57s | 19k 50m 48s
Declinagao 38°47'9" 8°52/14"
Paralaxe 130 mas 195 mas

OBS.: “mas” é um milésimo (10~3) de segundo de arco.

Dica 1: a separagao angular D entre duas estrelas é dada por:

cos D = sen §1 sen 03 + cos d;1 cos d9 cos A
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Onde § sao as declinagoes e Aa a diferenga entre as ascensoes retas.

Dica 2: a distancia d, em parsecs, de um corpo até nés dada sua paralaxe w
em segundo de arcos é:
1
d=—
7r

Solucao

Primeiramente, vamos encontrar a distancia deles até nos:

1
dy = — =dy = 7768])0
TV

1
dy = — =dy =5,13pc
TA

Note que o subscrito V' é de Vega e A de Altair.
Agora, calculando a separacao angular entre eles:
cos D = sendy send 4 + cosdy cosdg cos(ay — ay)
cos D = 0,827 = D = 34°11'45"
Fazendo o tridngulo Terra- Altair - Vega:

Terra

Altair

Vega

Figura 1.47: Perceba que o angulo Altair - Terra - Vega é igual a separacao
angular dos astros.

Assim, podemos encontrar a distancia pedida com uma Lei dos Cossenos:

2% = d?, 4+ d4 — 2d ady cos D



108 CAPITULO 1. METODOS MATEMATICOS

- = 1]

1.9 Problemas

1.1. (Iniciante) Resolva os sistemas de equagoes:
a)

Az +2)—T(z—y)=T7
T(x+y)+10(x—2)=T79

b)
y+2 y—-4_z
6 2 3
4 —
=1 o, _
3

(z-Dy+2)—(=-2)(y+5 =0
(+4)(y—-3)—(@+7)(y—4) =0

1.2. (Iniciante) Um asteroide realiza uma O6rbita eliptica em torno de uma
estrela de massa M. Sabendo que a érbita possui semieixo maior a e excentri-
cidade e, podemos encontrar a velocidade v do satélite quando ele dista r da

estrela pela equacao vis-viva:
2 1
o = GM < - )
rooa

Assim, calcule o valor de v quando r = a(1 — €?).

Dados:

o M =1,99-10%kg

e ¢ =1,00UA

o =005

e G=06,67-1071" m3kg=1s72
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1.3. (Iniciante) Um cientista decide utilizar 1 g uranio como combustivel para
seu carro. Sabendo que sao necessarios 5,0ug de uranio para fazer a roda do
carro girar 1 rad, calcule quantos segundos de arco a roda iréd girar apés todo o
uranio ser consumido.

1.4. (Iniciante) Em um planeta, dois astronautas realizam medigdes da gra-
vidade. O primeiro estd sobre sua superficie e mede gy, enquanto o segundo

gJo C oA ,
mede ¢ = =. Desse modo, encontre a distancia h do segundo astronauta até

a superficie do planeta.

Dica: a gravidade g(r) em um ponto que dista r de um planeta de massa M e
raio R (r > R) é:

1.5. (Intermedidrio) Um estudante estava observando uma estrela quando uma
nuvem passou em sua frente, diminuindo o brilho do astro. Sendo que F’ =
Foe™ ", onde Fy e F’ sdo, respectivamente, os fluxos da estrela antes e depois
da passagem da nuvem, mostre que a diferenca m’ — mg entre as magnitudes
observadas da estrela é proporcional a 7. A imagem abaixo ilustra a situacao.

| O

Fy

O

<

F.’

Figura 1.48: Nuvem passando na frente de uma estrela

Dica: A equacao de Pogson relaciona os fluxos F e Fy de astros com magnitudes
mj e Mo pPOr:

F
m1 —meo = —2,5log <F1>
2
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1.6. (Intermedidrio) (Vinhedo adap.) Um satélite coletor de luz estd em uma
orbita circular de raio r e periodo P em torno da Terra, esta que possui raio
R. Considerando que a 6rbita da Terra em torno do Sol esta alinhada com a
orbita do satélite, calcule o tempo que o satélite recebe luz do Sol ao longo de
um periodo.

1.7. (Intermediério) (David Morin) Considere uma estrela vibrante cuja frequéncia
de oscilacao v pode depender somente de seu raio R, da sua densidade p

e da constante gravitacional G. Escreva a dependéncia da frequéncia nesses
parametros.

1.8. (Intermedidrio) Uma vela solar de drea transversal A estd entrando em
uma nuvem de poeira. Sabendo que a densidade numérica (particulas / vo-
lume) de particulas de poeira de massa m na nuvem é n e que a nuvem é
equipada com um motor que mantém sua velocidade v constante, calcule a
taxa de aumento de massa na vela. Considere que as particulas estao paradas
e aderem-se perfeitamente a vela na ocasiao do contato.

1.9. (Avangado) Um pequeno asteroide realiza uma 6rbita eliptica de semieixo
maior a de periodo P em torno do Sol. Apds um evento misterioso, seu semieixo
maior vira a’ = a + Aa, onde Aa < a. Desse modo, encontre a variacdo AP
do periodo do asteroide.

Dica: O periodo P relaciona-se com o semieixo maior a de uma orbita qualquer
pela Terceira Lei de Kepler:

P2

— =k
a

Onde k é uma constante que depende da massa do corpo central.

1.10. (Avancado) (IOAA adap.) Um estudante estd observando Vénus com

seu telescopio de alta qualidade, garantindo dados muito precisos. Ele realiza

observagoes em datas nas quais a distancia Terra-Sol a é conhecida e mede a

fase (porcentagem da drea iluminada) e a elongacao (4ngulo entre o Sol e Vénus
1

quando vistos da Terra) o de Vénus. Sabendo que a fase ¢ = —(14cos#), onde

0 é o angulo entre a Terra e o Sol vistos de Vénus, calcule a distancia Sol-Vénus
r para:

e a=0,9904 UA, a = 36,16° e ¢ = 20,9%
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1.10 Gabarito
1.1. Vamos simplificar as equagdes e entao resolvé-las.

a) Reescrevendo a primeira expressao:

dr+8—Te+Ty="7
Tr+Ty+10x —20 =179

Ou seja:

=3+ Ty =—1
1724 7y =99

Subtraindo as equagoes:

—20z = —100 =

Agora, como 7Ty = 3z — 1:

3z —1 14

b) Multiplicando a equagao de cima por 6 e a de baixo por 3:

y+2—-3@y—4) =2z
Ay —1) — 6z = —6

Ou seja:

—2y+14 =2z
4y — b6x = -2

Multiplicando ambos os lados da primeira equagao por 2:

—4y + 28 = 4x
4y — b6x = -2

Somando as equagoes:

—10z = —30 =

Assim, podemos achar y:
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¢) Realizando os produtos dos parénteses:

zy+2r—y—2—(zy+5x—2y—10)=0
xy—3x+4y—12— (zy—4x+ 7y —28) =0

Reescrevendo:

—3r+y+8=0
r—3y+16=0

Multiplicando a equacao de baixo por 3:

—3z+y+8=0
3r—9y+48=0

Somando as equagoes:

Assim:
=3y —16=21-16=5]
1.2. Substituindo r por a(1 — e?):

=0 ()

Multiplicando o numerador e o denominador da segunda fracdo por 1 — e?:

02 = GM (a(l % 2y a(ll_e;))

Ou seja:

2 —(1—¢?)
2 _
#=ev ()
Por fim:
s GM <1—|—62)
v = —— [ ——

a 1 —e?
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1.3.

1.4.

Assim, basta realizarmos a conta. Vamos calcular cada termo separada-
mente:

1+4e?
1 —e2

~ 1,005

GM 66710 1,99 - 10%

~ 8
a 1,496 - 1011 8872510

Com uma calculador cientifica, podemos utilizar os valores exatos do que
acabamos de calcular. Assim, obtemos:

v =29,9km/s

Temos:

e 50-107%g equivalem a 1 rad;
e 7 rad equivalem a 180°;

e 1° equivale a 3600”.

Desse modo:

1rad 180°  3600”
50-106g wrad 1°

lg=1g

010

Realizando a conta, a roda do carro ira girar 4,1 - 10*° segundos de arco.

Vamos calcular a distancia r do segundo astronauta ao centro do planeta.
Temos:

GM
°= T
g/
Sabemos que — = —, logo:
go 3
GM
g _ 2 1
g0 GM 3
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Reescrevendo:

<%>2=3$r=\/§R

A distancia h da superficie do planeta até o segundo astronauta é:

h=r—R=R(V3-1)

Temos, por Pogson:

F/
m' —my = —2,5log (FO)

Como F' = Fye™ ", temos:

m' —mg = —2,5log (e”7)

Como loga® = bloga, temos:

m' —mgy = 2,57loge ‘

Vale lembrar que a base do log é 10 nesse caso. Como esperado, m’ — my
é proporcional a 7.

Para esse item, precisamos fazer a aproximagao razoavel que os raios de
luz vindos do Sol sao paralelos entre si, gragas a grande distancia entre o
Sol e a Terra. Com isso, temos que o satélite nao ird receber luz quando
estiver na sombra da Terra, de acordo com a figura:

Raios Solares

Figura 1.49: Regioes iluminada e escura
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Agora que entendemos a ideia do problema, podemos partir para a parte
numérica. A seguinte imagem ilustra alguns valores relevantes:

gV

Figura 1.50: Representacao da situagao

Perceba que o tempo At que o satélite fica na regiao iluminada é:

At 27 —20 0
2o :>AtP<17T)

Desse modo, basta encontrarmos 6. No tridngulo retangulo de cateto R e
hipotenusa r, temos:

senf = E

Logo:

B (R>
sen —
r
At=P|1—- ——~

™

1.7. Vamos realizar um procedimento anialogo ao que fizemos no inicio do
capitulo para encontrar o periodo do péndulo. Dando um expoente para
cada possivel dependéncia de v:

v x R*GYp¢
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Agora, vamos analisar as dimensoes de v, R, G e p. Sendo T a dimensao
de tempo, M a dimensao de massa e L a dimensao de espago:

R =L

GM - R?
Comog:F:ngM
aceleracdo da gravidade, que possui a dimensdo de aceleragao (L/T?)):

, podemos achar a dimensao de G (g é a

G] = T2 — 13p—2p1

Como a densidade é a massa dividida pelo volume (dimensao L3):

(o] = ML™?
Por fim, sabemos que a dimensao de frequéncia é o inverso do tempo, logo:
v =1"
Juntando essas equacoes:
T71 — La . L3bT72bM7b . MCL73C

Desse modo, ficamos com o sistema:

—1=-2b
0=a+3b—3c
0=-b+c

1
Diretamente, obtemos b = ¢ = 3 ea=0. Assim:

v o/ pG

Vale ressaltar que, de acordo com o modelo do enunciado, a frequéncia de
oscilagao nao depende do raio da estrela.

Vamos analisar a situagdo apés um tempo At:
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=
7 Area A\\ ¢ e /f \
A 5 \

vAL

Figura 1.51: Vela passando por uma nuvem de poeira

Todas as particulas que estiverem dentro do cilindro varrido pela vela
durante o At irao ser anexadas a ela. Note que o volume AV desse cilindro

é:

AV = AvAt

Como a densidade numérica de particulas é n, temos que a quantidade

AN de particulas que aderem a vela no intervalo At é:
AN =nAV =nAvAt
Como cada particula possui massa m, essas AN particulas possuem uma

massa:

AM = mAN = mnAvAt

Ou seja, a taxa de ganho de massa A7 é:
AM
E = mnAv

1.9. Sendo P’ = P + AP o periodo apds a variacao do semieixo maior, temos,
pela Terceira Lei de Kepler:

P2 P/2

a3

a3

Como P/ = P+ AP e d’ = a + Aa, temos:
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P2 (P+AP)?

a®  (a+ Aa)?

Esse é um problema classico em que precisamos utilizar a aproximagcao
binomial: (1 + z)" ~ 1+ na, z < 1. Desse modo, vamos reescrever a
equacao acima para utilizarmos essa aproximagcao:

P+AP\?  (a+Aad\’
P N a

Que equivale a:

L APY L (q BaY’
P - a

Como AP <« P e Aa < a, podemos utilizar as seguintes aproximagoes:

1+é§2~1+%gi
P )~ P

3
(H—Aa) z1+—3Aa

Assim, obtemos:

2AP 3Aa
1+——=14 —
P a

Reescrevendo, podemos chegar na resposta final:

ap=32ep
2a

1.10. Vamos ilustrar a situagao do enunciado:
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Figura 1.52: Situacao

Diretamente, podemos utilizar uma Lei dos Senos no triangulo:

a r

senf  sena

Queremos encontrar . Como temos a e «, basta encontrarmos 6 a partir
de ¢. Pela equagao do enunciado:

1
o(0) = 5(1 + cosf)
Temos que ¢ = 0,209, logo cosf = —0,582. Assim, ficamos com duas
opcoes para 6: 125,6° ou 234,4°. Entretanto, perceba pela Lei dos Senos

que sen @ deve ser positivo. Essa condicao sé é satisfeita para a primeira
opcao de 60, logo:

0 = 125,6°

Podemos finalizar pela Lei dos Senos:




Capitulo 2

Mecanica Celeste

A curiosidade pelas leis do movimento que regem todos os corpos persegue
a humanidade desde seus primérdios. A filésofa Hipdtia (300 a.C.) questio-
nava o motivo pelo qual frutas caem de arvores, mas estrelas nao caem do céu.
Aristételes, por sua vez, propos a teoria da queda livre e uma explicacdo para
o formato da sombra da Terra na Lua durante um eclipse lunar ser aproxima-
damente circular. Dando um passo além, Anaximandro de Mileto! investigava
o principio de tudo, o dpeiron. Logo, percebe-se a importancia do simples ato
de olhar para o céu com olhos curiosos.

A mecéanica celeste utiliza principios fisicos e propriedades matematicas para
explicar o movimento de todo corpo sujeito a agao da gravidade. Ao longo
deste capitulo, iremos desenvolver essas ideias em um contexto relacionado a
astronomia.

2.1 Leis de Newton

Durante a Grande Peste de Londres (1665-1666), os estudantes da Univer-
sidade de Cambridge tiveram de voltar para suas casas, a fim de se proteger
da onda de mortes que assolava a Europa. Um desses estudantes era Isaac
Newton (1643-1727), este que, aos 23 anos, teve a quarentena mais produtiva
de todos os tempos: desenvolveu ideias em diferentes campos da fisica e ma-
temética?, como a dindmica, gravitacdo, Sptica, calculo diferencial e integral

L Anaximandro de Mileto (500 a.C.) foi o primeiro cosmélogo reconhecido da histéria. Para
ele, tudo tinha sido originado de uma matéria primordial e eterna, o dpeiron; proposicdo bem
semelhante & Teoria do Big Bang atual, onde diz que, momentos antes do Universo iniciar
sua descontrolada expansao, tudo estava unido em um tinico 4tomo primordial.

2Curiosamente, Newton iniciou seus estudos na drea das humanas, obtendo inclusive um
bacharelado e mestrado em artes. Entretanto, apés ler um livro de astrologia em uma feira, ele
despertou o seu interesse pela matematica e fisica. Esse livro possivelmente era do astrélogo
inglés Sir Christopher Heydon (1561-1623).

120



2.1. LEIS DE NEWTON 121

e seus bindmios; que mais tarde, tornariam-se famosos livros, como o Philo-
sophiae Naturalis Principia Mathematica e Optiks.

De fato, suas leis da dindmica serviram de base para a maioria da fisica que
é conhecida nos dias atuais. Elas sdo>:

e 12 Lei: Na auséncia de forca resultante* sobre uma particula, ela perma-
nece em repouso ou em movimento retilineo e uniforme;

e 22 Lei: A forca resultante aplicada sobre um corpo é igual & variacao
temporal de seu momento linear. Caso a massa do corpo seja constante,
essa variacdo do momento da particula surge na forma de uma aceleracao®
que aponta na mesma diregao da forga resultante e é proporcional ao seu
modulo:

Nesse sentido, forga é uma entidade fisica responsavel por alterar o movi-
mento de um corpo e deformé-lo;

e 32 Lei: A toda forca de acao corresponde uma de reacao, de modo que
essas forcas tém sempre mesma intensidade, mesma direcdo e sentidos
opostos, estando aplicadas em corpos diferentes.

Uma aplicagao prética disso é uma pessoa empurrando um objeto: caso
este esteja sentindo uma forca F', a prépria pessoa estard sentindo que o
objeto faz uma forca F sobre si. Veremos outro exemplo, este relacionado
a astronomia, na se¢ao abaixo.

Lei da Gravitacao Universal

Muitos dizem que enquanto Newton ponderava abaixo de uma macieira,
uma maga caiu em sua cabega e, a partir disso, ele magicamente desenvolveu
todas as suas teorias relacionadas a gravitagao. Apesar de nao haver nenhuma
comprovacao da veracidade dessa historia, nunca se sabe se essa maca real-
mente ajudou Newton a explicar a causa dos movimentos dos corpos terrestres
e celestes.

3As Leis de Newton nio costumam ser cobradas diretamente na astronomia, por isso nao
serd dada uma explicacdo extremamente detalhada delas. Entretanto, caso seja do interesse
do leitor, o livro “T'épicos de Fisica” realiza uma abordagem mais completa.

4A forca resultante é a soma vetorial das forcas que atuam em um corpo. Por exemplo,
caso um bloco esteja sujeito & uma forca de 10N para a esquerda e outra também de 10N
para a direita, a forca resultante sobre ele é nula.

5 Assim como a velocidade mede a variacdo da posicio de um objeto, a aceleracdo mede a

variagao da velocidade de um corpo.
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Newton concluiu que a queda dos corpos na Terra era gerada por uma forga
de atracdo gravitacional® esta que também estaria presente na interacao entre
corpos celestes. Desse modo, caso existam massas em um sistema, elas irao
interagir entre si através da forca gravitacional.

Nesse sentido, vamos buscar uma interpretagao matematica dessa concepgao.
Considere, em primeira instancia, dois corpos de massa M; e Ms cujos centros
estao separados por uma distancia d, assim como representado na figura abaixo:

Figura 2.1: Lei da Gravitacao Universal

Newton mostrou que a forca gravitacional F; que atua em cada corpo possui
trés caracteristicas fundamentais:

—

e [, aponta na mesma direcao da linha que une os centros dos corpos;

e A forca que atua em cada corpo possui mesmo médulo e direcdo compa-
rada & forca que atua no outro, porém com sentido oposto 7, e.g. a forca
no corpo roxo aponta para a direita, enquanto a for¢a no corpo verde
aponta para a esquerda.

e O modulo da forca gravitacional, Fi/, depende da massa dos dois corpos
e da distancia entre seus centros através da expressao:

~ GM, M,

F, 7

Onde G é uma constante chamada de constante da gravitagao universal,
e vale cerca de G = 6,67 - 107X Nm? /kg?.

60 termo gravidade é originado do termo latino gravitas, que, literalmente, significa “pe-
sado”; ou seja, é uma designacao que faz sentido com o seu sentido original.
"Isso é consequéncia direta da Terceira Lei de Newton.
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Exemplo 1

Encontre uma relagao para a aceleragao de uma massa m causada pela
interagao gravitacional com uma outra massa M cujo centro dista d do centro
de m. Essa aceleracao é conhecida como gravidade. Ainda, encontre o valor da
gravidade na superficie da Terra.

Solugao

Sendo F}; a forca gravitacional entre os corpos e g a aceleragao gravitacional,
temos, pela Segunda Lei de Newton:

GMm
42
Dividindo ambos os lados da equacgao por m, temos:

Fres = Fy & mg =

GM
s

Perceba que g nao depende da massa de prova m. E por esse motivo que a
aceleracao gravitacional na superficie da Terra é a mesma para todos os corpos,
independente de suas massas.

No caso da superficie da Terra, My = 5,97-10%*kg e d = Ry = 6,37 - 105m,
este que é o raio da Terra. Assim:
GMy  (6,67-10711)(5,97 - 10%4)

= = =9.81m/s>
97 "Rz (6,37 - 106)2 8lm/s

Que é préximo do valor empiricamente observado! Vale ressaltar que essa
conta deve ser feita com uma calculadora cientifica, assim como ensinado no
primeiro capitulo.

Exemplo 2

O filésofo natural Handré Majone subiu a Torre de Pisa (57 metros de al-
tura), na Itdlia, e mediu o valor da aceleracao gravitacional no topo como sendo
g = 9,86m/s?. Considerando que o interior da Terra possui simetria esférica,
calcule sua massa.

Dados:

e Constante da Gravitacdo Universal G = 6,67 - 107! N m? kg2

e Raio da Terra Rr= 6,37 - 10 km
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Solugao

Pela Segunda Lei de Newton:

GMT’ITL
Fres =F, & = 75 . 1.9
g mg (RT + h)2
Logo, podemos achar Mr:
R h)?
ap = B LR TG+ S 5,09 10%kg

2.2  Orbitas circulares

A 6rbita circular é um tipo particular de 6rbita na qual a massa de prova per-
corre um circunferéncia ao redor da massa central, esta que ocupa o seu centro.
E recomendado que vocé tenha lido a discussao sobre circulos e cincunferéncias
no capitulo 1 antes de prosseguir.

2.2.1 Movimento Circular Uniforme

Seja A um corpo em uma 6rbita circular de centro O, assim como ilustrado
na figura abaixo.

Figura 2.2: Movimento Circular Uniforme

Os principais parametros de uma Orbita circular sao:
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e Raio: R e Velocidade tangencial: v;

e Periodo: T e Velocidade angular: w

O periodo ¢é o tempo que o corpo leva para voltar ao mesmo ponto da
orbita. J4 a velocidade tangencial é a componente da velocidade tangente
a circunferéncia. Por outro lado, a velocidade angular é a taxa da variagao
temporal do angulo 6.

Como a distancia percorrida pelo corpo em um periodo T é o proprio
perimetro 2w R da circunferéncia, temos que a velocidade tangencial pode ser
escrita como:

AL _27R

“TALTT

De forma andloga, o angulo 6 varia 27w radianos ao longo de um periodo,
logo:

A0 27

YTALTT

Por fim, podemos juntar essas expressoes para encontrar uma relacao ex-
tremamente importante entre v; e w. Dividindo as expressoes ja encontradas:

2R
(% o T - R

o 2m
T

DN

Logo:

Uma outra maneira de chegar nessa expressao ¢é utilizando a equagdo AL =
RAf. Podemos dividir ambos os lados dela por At para obter:
AL A0

E_RE:/I%:WR

2.2.2 Aceleragao centripeta

A aceleracdo @ de um corpo qualquer nao passa da taxa de variacao de sua
velocidade ©. Perceba que essa variagado nao precisa necessariamente ser em
modulo - caso o sentido da velocidade esteja mudando, havera uma aceleracao,
chamada de aceleragao centripeta. De maneira parecida, a aceleragao asso-
ciada a variacao do médulo de v é chamada de aceleragao tangencial.
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Ja vimos que o médulo da velocidade em uma o6rbita circular uniforme é
constante, ou seja, a aceleragao tangencial é nula. Entretanto, o sentido da
velocidade varia continuamente, logo a componente centripeta da aceleracao é
nao-nula e, portanto, relevante para noés.

Figura 2.3: Vetor velocidade numa 6rbita circular. Note que o seu sentido
muda, porém o médulo nao

Nesse ambito, a aceleragao centripeta em uma érbita circular de raio R e
velocidade tangencial v; aponta para o centro da drbita e possui médulo:

2
Vi

“r =R

Vale ressaltar que essa expressao é valida somente para orbitas circulares.
No caso das outras orbitas, o termo que aparece no denominador da aceleracao

centripeta nio é somente a distancia da massa central & massa de prova®.

Essa expressao pode ser utilizada na Segunda Lei de Newton, F..s = md,
para obtencao de diversas propriedades relevantes a respeito de érbitas circula-
res, COMO veremos agora:

8Nesses casos, encontramos a velocidade através da energia, como veremos nas préximas
secoes.
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2.2.3 A Orbita Circular

A érbita circular caracteriza o movimento circular uniforme de uma massa
de prova m em torno de uma massa central M, ou seja, é um problema de dois
corpos”.

v

Figura 2.4: Orbita circular

Vamos encontrar a velocidade tangencial v; de m como fungao de G, M e
R. Note que, pela Segunda Lei de Newton, a forca resultante em m é:

GMm
R2
Como a aceleragao tangencial é nula, a inica componente da aceleracao do
corpo serd centripeta, assim:

Fres:Fg:

02
t
Fres = mac, = mﬁ
Juntando essas expressoes:
v?  GMm GM

= :>Ut: _—

"RT TR R

9Todo o estudo de Isaac Newton para gravitacio considerou uma interacio entre apenas
dois corpos (assim como Johannes Kepler), por exemplo, a Terra e o Sol ou a Terra e a
Lua. Todavia, sabe-se que, a realidade ndo é bem assim, j4 que ha incontaveis corpos celeste
na vastidao do Universo interagindo entre si. Ao longo dos anos, muitos outros matemaéaticos
formularam modelos e equagbes que tratam de uma interagao gravitacional entre mais de dois
corpos, como Euler, Laplace, Poincaré e o préprio Einstein.
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Podemos dar uma passo além e encontrar uma relagao entre o periodo T e
. iy 2R

o raio R da érbita. Como v; = ——, temos:

, Am*R* GM

YT T R
Ou seja:

T2  4r?
R} GM

Ambas essas expressdes possuem uma enorme relevancia na mecéanica ce-
leste. A segunda, inclusive, é a Terceira Lei de Kepler, que sera vista com mais

calma nas préximas segoes.

Exemplo 3

Satélites geoestaciondrios sdo aqueles que estdo sempre sobre um mesmo
ponto na superficie terrestre, ou seja, ele estd parado no céu para um obser-
vador na Terra. Por isso, esses satélites sao muito tuteis para transmissao de
sinais entre paises, por exemplo. Calcule a altura e a velocidade de um satélite
geoestaciondrio cuja érbita circular passa sobre o equador em funcao do periodo
de rotagao, do raio e da massa da Terra.

Solugao

Pela descricao do enunciado, pode-se concluir que o periodo orbital do
satélite é idéntico ao periodo de rotagdo da Terra (T' = P). Assim, podemos
utilizar a Terceira Lei de Kepler para achar o raio R da érbita do satélite:

P*_ ant o (PPGMp\'
R  GMr O\ 4n?
Assim, a altura h do satélite com relagao a superficie terrestre vale:

1/3
P2GMp Y "
— — T
472

Apesar do enunciado nao ter pedido o valor numérico, vamos encontrar

o valor de h por curiosidade. Realizando as devidas contas, obtemos h =
3,59 - 10* km.

h:R—RT=<

Agora, podemos achar a velocidade:
2R

Ve = 2
Cujo valor numérico vale v; = 3,07 km/s. Vale ressaltar que a expressio

T .
vy = resultaria na mesma resposta.
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2.3 Elipses

A elipse é uma das figuras mais relevantes na astronomia, tanto quanto
o préprio circulo, principalmente porque, pela primeira lei de Kepler, érbitas
fechadas possuem tal formato. Assim, é de extrema importancia entender a
geometria por tras dessa figura, que serd o foco desta secao.

2.3.1 Definicoes

Existem 3 maneiras principais de se definir uma elipse. A primeira, e a
mais relevante para nds, diz que a elipse é o conjunto dos pontos cuja soma
das distancias & dois pontos fixos (chamados de focos) é constante. Caso
vocé ja tenha visto a classica construgcao de uma elipse com um barbante e
duas tachinhas'®, ela funciona justamente por causa dessa propriedade, uma
vez que o comprimento do barbante, que é a soma das distancias de qualquer
ponto até as tachinhas, é constante. A segunda descreve a elipse como um
corte de um cone, assim como pode ser observado na figura 2.5. A primeira
vista, essa propriedade pode parecer um pouco abstrata e irrelevante, porém
ela possui diversas aplicacoes muito curiosas. Uma delas é que quando vocé
ilumina uma parede com uma lanterna (de preferéncia pontual) obliquamente,
a figura geométrica obtida é uma elipse!!, e é por esse mesmo motivo que a
curva que delimita as regides claras e escuras da Lua é uma elipse. A ultima
definigao, que esta de acordo com o senso comum, é que uma elipse pode ser
vista como um circulo achatado, porém é raro ver uma aplicacao pratica disso
em olimpiadas.

Figura 2.5: Segunda defini¢ao

10E]a pode ser visualizada neste video.

HPerceba que o cone de luz da lanterna ests sendo cortado pela parede, por isso obtemos
uma elipse! Note também que caso a obliquidade da lanterna seja muito alta, a elipse “abre”,
tornando-se uma hipérbole, que também é um tipo de 6rbita e serd estudada nas préximas
segoes.


https://www.youtube.com/watch?v=RYV-uBWdb8Y
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Parede

—— e - = = - o

Figura 2.6: Iluminando uma parede com uma lanterna

Figura 2.7: Elipse nas fases da lua

2.3.2 Propriedades

Agora que sabemos descrever uma elipse qualitativamente, podemos estudar
suas propriedades quantitativas. Sabemos que podemos desenhar um circulo a
partir de um de seus parametros, seja ele o raio, o perimetro ou sua &rea.
Ja para a elipse, precisamos de, no minimo, duas informagdes, cujas “opgoes”
iremos estudar agora:
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Figura 2.8: Elipse

e Focos: I e Fy e Semieixo menor: b
e Origem: O e Distancia focal: 2c
e Semieixo maior: a e Anomalia verdadeira'?: 6

Vendo a figura, vocé pode ficar com a impressao que precisamos de mais
de dois parametros de uma elipse para caracteriza-la, porém iremos ver que
somente com 2 deles é possivel encontrar todos os outros.

Antes de tudo, em O6rbitas elipticas, o corpo mais massivo ocupa um dos
focos, que recebe o nome de foco primério, enquanto o outro é chamado de foco
secunddrio. Iremos assumir, por conveniéncia, que F; é o foco primario. Assim,
sendo P um ponto qualquer da elipse que dista r do foco primério, n do foco
secundério e possui uma anomalia verdadeira de 6, também podemos encon-
trar relagoes entre esses parametros, que nao sao relacionados a elipse como um

12Cuidado para ndo confundir esse dngulo com seu complemento (180° — #). A anoma-
lia verdadeira de um ponto P é medida a partir do segmento que liga o foco primario e D
(extremo mais préximo).
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todo, e sim & um de seus pontos.

A primeira relacdo importante esta diretamente relacionada & primeira de-
finicdo vista de uma elipse, que diz que a soma das distancias de qualquer ponto
P da elipse aos focos é constante, ou seja, r+n = cte. Para encontrarmos o valor
dessa constante, podemos analisar a situagao quando P estda em B: perceba que
r = F1Den = 2c+F| D pela geometria da situacao, ou seja, r+n = 2(F; D+c).
Por fim, note que a = F1 D + ¢, logo:

Perceba que calculamos a soma r + n para um caso especifico (P em D),
porém, como ela é constante, tal soma é a mesma para toda a elipse.

Seguindo essa légica de analisarmos posicoes especificas na elipse, vamos ver
o que ocorre quando P estd no ponto A, assim como representado na figura 2.9:

P=A

Figura 2.9: P em A

Primeiramente, note que r = n, uma vez que a situacao é simétrica, e que
podemos utilizar a relagao deduzida acima para escrever r +n = 2a = 2r =
2a = r = n = a, ou seja, a distancia entre cada foco e o ponto mais alto da
elipse é a. Com isso, perceba que o triangulo AF; AO é retangulo em O, i.e. o
angulo 0= 90°, logo, pelo teorema de Pitagoras:

PP ela =p ]

Tal relacao pode ser observada pela figura:
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1)

Figura 2.10: Relagao pitagorica da elipse

Perceba que acabamos de encontrar uma relagao entre a, b e ¢, ou seja, caso
dois deles sejam dados, é possivel encontrar o terceiro, assim como queriamos
demonstrar inicialmente.

Tendo em vista a terceira definigao da elipse, que a trata como um circulo
achatado, define-se a excentricidade e de uma elipse como uma medida de
seu “achatamento”. Quantitativamente, ela é dada por:

Note que uma elipse cujos focos estdo muito proximos, i.e. ¢ é pequeno,
possui uma excentricidade préxima de 0, sendo parecida com um circulo™. Por
outro lado, excentricidades beirando o valor de 1 sao relacionadas a elipses cujos
focos estdo muito préximos as extremidades (F; préximo de D, por exemplo),
ou seja, a elipse é profundamente esticada. Por fim, perceba que uma excen-
tricidade maior que 1 implicaria em focos aparentemente fora do contorno da
figura, o que ndo faz sentido para uma elipse'?, logo:

€Eelipse <1
Se e = 0 = circulo

13A érbita da Terra ao redor do Sol é um exemplo, uma vez que sua excentricidade é
somente cerca de 0,02.
14Nesse caso, a figura seria uma hipérbole.
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Exemplo 4

Em uma elipse de semieixo maior a e excentricidade e, ache o valor do
semieixo menor b.

Solugao

Temos as seguintes equagoes:

c
e=—
a
a?="b%+¢?
Perceba que nés temos duas equagoes e duas incégnitas (¢ e b), logo basta

resolvermos o sistema. Assim, podemos encontrar ¢ pela primeira equagao e
subsititui-lo na equagao de baixo:

c=ca=a’=b"+(ea)? = b* =d’(1—€?) = |b=a\1—e?

Exemplo 5

Na figura abaixo, esta representado o segmento chamado de semi-latus rec-
tum, obtido pela interseccao de uma reta vertical que passa por um dos focos
com a elipse. Encontre o seu valor p como funcao do semieixo maior e da
excentricidade.

I3

P
P
90°
k

Figura 2.11: Exemplo 5
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Solucao

Perceba que podemos ligar o ponto P até o foco secundario Fy, obtendo o
triangulo representado na figura 2.12. Como a soma das distancias de P até os
focos é 2a e sabemos que a distancia de I} até P é p, a distancia de Fy até P
vale 2a — p. Agora, perceba que temos um triangulo retangulo de catetos 2c e
p e hipotenusa 2a — p, logo, pelo teorema de Pitdgoras:

(2a — p)® = p* + (2¢)

4a2—4ap—|—pzzpz—|—402

a’ —ap=c?

Mas como ¢ = ea, temos:

a’> —ap=e®a® = |p=a(l —é%)

Figura 2.12: Semi-latus rectum
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Perceba que, no exemplo 5, calculamos o valor de r para uma anomalia
verdadeira particular: 6 = 90°. Entretanto, é possivel dar um passo adiante
e calcular uma expressao geral para r(0), que é chamada de forma polar da
elipse. Em sua deducéo, a tnica diferenga com relagdo ao exemplo 5 é o uso
da lei dos cossenos'® no lugar do teorema de Pitdgoras. Veja a figura 2.13.

Figura 2.13: Forma polar da elipse

Pela lei dos cossenos no AF; PFy:

(2a —7)* =% 4 (2¢)* — 27 - (2¢) - cos(180° — )

Como cos(180° — ) = — cos(6)'6:

e (2a—7)2=r"4(2¢)2+2-7r-(2c) - cosf
402 — dar + 7% = y£ + 4c? + 4drccos b

15Caso vocé nio a conheca, é recomendado estuda-la antes de prosseguir, como no capitulo

1, por exemplo
16Caso vocé nao conheca essa relacio, dé uma estudada no circulo trigonométrico.
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Dividindo todos os termos por 4 e usando ¢ = ea, podemos fazer:

& a? —ar = e2a® + reacosf

a—r=c%a+recosh

Por fim, a equagao final é:

a(l —e?)
r= -
1+ ecosb

Lembre-se que esta equacao nos fornece a distancia r para qualquer anomalia
verdadeira. Vamos testar alguns valores de 6 e compara-los com o esperado:

e 0 = 90° — semi-latus rectum

Como cos90° = 0:

a(l—e€?) a(l-e€?)
14ecos90° 140

=a(1l —€?)

Assim como esperado.

Na astronomia, é comum usar-se os termos periastro e apoastro para fazer
referéncia aos pontos mais préximo e mais distante que uma massa orbitante
fica da massa central'”, respectivamente. Sendo rp a distancia ao periastro e
r, a distancia ao apoastro:

e 0 = 0° — periastro

Como cos0° =1

. a(l—e?) :a(l—eZ):a(l—e),(,L—l—/e’)':a(l_e)
P14 ecos0° 1+e 1+€

Onde foi utilizado o produto notavel da diferenca de quadrados:
1—e?=12-e2=(1—-¢)(1+e)

Perceba que, pela figura 2.8, a distancia esperada era DF} = a —c = a(l —e),
logo nosso resultado estd comprovado.

17No caso do Sol, podemos chamar tais pontos de periélio e afélio.
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e O =180° — apoastro
Como cos 180° = —1:

a(l—e*)  a(l—e?*)  a(l+e)d—ey
"t Tt ecos0° 1-e l1—e =a(l+e)

Perceba que, pela figura 2.8, esperdvamos F1 B = ¢+ a = a(l + ¢), logo nosso
resultado esta comprovado.

Vale notar mais algumas propriedades sobre o periastro e o apoastro. Pri-
meiramente, perceba que 7, + 7, = a(l —e) + a(l +e) = 2a, o que estd de
acordo com o esperado, uma vez que essa soma representa a distancia do foco
a extremidade esquerda com a distancia do foco & extremidade direita. Além
disso, note que 7, — 7, = a(l+e) —a(l —e) = (2a) - e, ou seja:

Ta —Tp Ta —Tp
e = =
2a Ta +Tp

A 1ltima propriedade que veremos sobre a elipse trata de sua area. Vale
ressaltar que tal expressao é de extrema importancia para a segunda lei de
Kepler, a lei das Areas, que sera estudada nas préximas se¢oes. Iremos analisar
uma dedugéo correta, porém pouco rigorosa (nem tudo serd provado, apesar de
todos os resultados estarem corretos) de tal expressao:

AY AlY

- b
Multiplicando as coordenadas y por — SR
a_.--"

Figura 2.14: Area da elipse
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Vimos na terceira definicao da elipse que ela pode ser vista como um circulo
achatado, porém, qual o significado matematico disso? Vamos comecgar com
um circulo de raio a, assim como aquele representado na figura 2.14. Caso
multipliquemos a coordenada y de todos os pontos desse circulo por um mesmo
valor k, pode ser provado que a figura final obtida serd uma elipse. Para nos

adaptarmos a notagao atual, vamos escolher um valor especifico de k: —. Assim,

a
perceba que o ponto mais alto do circulo (que possuia coordenada y = a) ficara

com uma nova coordenada ¢y = y-k = a- — = b, ou seja, a figura final é

uma elipse de semieixo maior a e semieixo menor b. A grande sacada é que,
assim como as coordenadas y de cada ponto da elipse, sua drea também é

multiplicada pela constante —. Assim, como a drea do circulo é Agireuto = ma2,

a
temos que a area da elipse, Aciipse, €:

Aelipse = Acirculo ' a =Ta

2.4 Leis de Kepler

Durante os séculos 16 e 17, o astronomo Tycho Brahe, com grandes inves-
timentos do governo dinamarqués, fez diversas observacoes das posigoes dos
astros, com a maior precisao até entao. Para analisar todos estes dados, Tycho
contratou o matematico Johannes Kepler. Apds a morte de Tycho, Kepler, em
posse de todos os dados, estava livre para criar modelos a partir das observagoes.
Assim, ele formulou trés leis para os movimentos planetarios:

e 12 Lei: As 6rbitas dos planetas sao elipticas, com o Sol em um dos focos.
Veremos nas proximas se¢oes que uma érbita também pode ser hiperbodlica
ou parabdlica;

e 22 Lei: Imagine um segmento que ligue o foco primério da elipse ao
corpo orbitante. Em intervalos de tempos iguais, a area varrida por este
segmento deve ser a mesma. A figura abaixo mostra a drea varrida pelo
corpo orbitante em dois intervalos de tempo idénticos - que é igual em
ambos 0s casos.
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Mesmas areas

Vale ressaltar que uma consequéncia da Segunda Lei de Kepler é que
a velocidade de corpos proximos do periastro é maior que aquela nas
proximidades do apoastro. Ainda, é comum definirmos a velocidade
areal de um corpo como a taxa temporal da area varrida, que é constante.
Para uma orbita eliptica de semieixos maior e menor a e b e periodo P,
temos:

AA  mab "
Vareal = —x, — 5 — Cle.
"TAt P

e 32 Lei: Para um mesmo sistema, deve ser obedecida a seguinte relacao

P2
P

Em que K é uma constante que depende das caracteristicas do sistema,
P é o periodo orbital e a é o semi eixo maior da érbita. Mais tarde, Isaac
Newton utilizou a lei da Gravitagao Universal para encontrar o valor da
constante K em termos das massas dos corpos do sistema M e m, e de
outras constantes, como a constante da gravitagao universal G:

p? 472

@ a0 m

Vamos provar a relagao acima para o caso de érbita circular, e em que
M >> m. Observe a imagem abaixo.
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Para esta érbita circular, temos que a resultante centripeta é a prépria
forga gravitacional, logo:

2
mu GMm
ch = Fgrav = r = 7“2
Ou seja:
s GM
=07 = —
r

Ainda, sabemos que a velocidade em Orbitas circulares é constante e possui

, 2mr .
modulo v = —. Assim

P
9 2rr\°  GM
v = — -
P r
4722 _GM
P2

Agora, pode-se observar que a distancia constante r de m até M seria o
préprio semieixo maior a da orbita circular, logo:

52_ 472
a3 GM

2.5 Energias

Muitas vezes é conveniente tratar um problema a partir de outras grandezas,
além de forgas. Para isso, existem relagoes entre uma dada forca e outras
grandezas, que chamamos de trabalho e energia. Estas relagoes serao mostradas
apenas para fins de ilustracdo (vocé nao precisa entendé-las):

o Trabalho: W = [ F - dr

e Energia potencial: U = —W
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e Energia cinética: K = ;30 vdp

Apesar de essas expressOes parecerem contas complicadas, sob certas cir-
cunstancias, elas exibem resultados simples, “iguais” e, principalmente, escala-
res (ndo possuem diregao ou sentido, somente médulo). Assim, mostra-se muito
conveniente utilizar esses resultados diretamente. Eles sao:

2
mu
e Energia cinética: K = —
. o GMm
e Energia potencial gravitacional'®: U, = ————
r

.

E importante notar que energia é apenas um conceito abstrato, nao sendo
tao visualizdveis como uma forga, por exemplo. Como dito anteriormente, sob
certas circunstancias, energias exibem certas propriedades. A mais importante
delas para nossos propdsitos é a conservagao de energia mecanica F,,,

onde:
E,.=K+U

Ou seja, a energia mecanica é a propria energia total do nosso sistema,
que possui um termo associado ao movimento (cinético) e outro relacionado
as condigoes as quais o sistema estd sujeito (potencial), estas que podem ser
somente gravitacionais ou ndo'. Podemos reescrever essa relacdo para dois
instantes distintos 1 e 2:

Ki+U; =Kq+Us

A partir da definicio de energia mecanica, podemos chegar na seguinte
relagao da energia mecanica para uma elipse:

GMm

E,, =—
2a

Com isso, podemos juntar todos os resultados acima para obtermos uma
expressao geral que nos da a velocidade de um corpo em uma drbita eliptica
como funcao da distancia r entre ele e o corpo central. Essa equagao é chamada
de VIS-VIVA e diz que:

GM 2 GM
Ep = K+U, < — m _mvT m
: 2a 2 T

18Caso vocé ja tivesse visto a expressio Uy = mgh, ela é somente uma aproximagao da
expressao mostrada para alturas muito menores que o raio da Terra. Além disso, ndao se
preocupe com o sinal negativo - lembre-se que energia é um conceito abstrato, entdo nao ha
nenhuma problema nisso, ao menos para a energia potencial.

19Em mecanica celeste, somente nos interessamos pela energia potencial gravitacional, as-
sociada a forga gravitacional. Entretanto, este resultado é ttil em iniimeros outros segmentos
da fisica, havendo energias potenciais relacionadas & outras forcas, como a elétrica, eldstica e
centrifuga.
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Reescrevendo essa expressao, podemos obter o resultado final:

__Gﬂf(Q__l)
r a

Agora, vamos ver um exemplo de aplicacido desta equagao.

Exemplo 6

Um pequeno corpo de massa m orbita uma estrela de massa M > m em
uma érbita eliptica de semieixo maior a e excentricidade e. Calcule:

a) A velocidade desse corpo no periélio da dérbita;

b) A velocidade desse corpo no afélio da drbita,

¢) A razio -2 dessas velocidades.
a

Solugao

a) Basta encontrarmos a distancia de M até m quando este estd no periélio, .
Ja vimos na secao de elipses que 1, = a(1 — e), logo:

on(-2) o (st -)

Reescrevendo, temos:

b) De maneira andloga ao item a), temos que r, = a(1 = e), logo:
—om (2 -N_oew( 2!
Te @ a(l4+e) a
Reescrevendo, temos:
o GM (1—e
vy = ——
“ a \l+e

c) Temos v, € v, logo basta calcularmos a razao:

1+e
v V1—e 14e

Va MT—e 1-ce¢
1+e

Vale lembrar que, como veremos na secao de momento angular, existe uma
maneira muito mais rapida de chegar nesse resultado!
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2.6 Tipos de Orbitas

Definimos, primeiramente, duas “classes” de érbitas: as érbitas fechadas e
as 6rbitas abertas. As orbitas fechadas incluem as érbitas circulares e elipticas
e sao orbitas “ligadas”, ou seja, o corpo em 6rbita nao escapa do sistema. Ja as
orbitas abertas incluem as orbitas parabdlicas e hiperbdlicas, e sdo érbitas que
nao estao ligadas, ou seja, o corpo se aproxima do corpo de maior massa uma
Unica vez, e depois se afasta para sempre. Alguns cometas possuem Orbitas
abertas. Dito isto, definimos:

e Se E,, <0, a drbita é fechada (eliptica ou circular);

(o) L] <
Foca Foco Foco

secunddrio secunddrio

elipse circunferéncia

Figura 2.15: Orbitas elipticas e circulares

e Se E,, > 0, a 6rbita é hiperbdlica;
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Figura 2.16: Orbita hiperbélica

e Se F,, =0, a drbita é parabdlica;

‘(hipérbole
A

.

Figura 2.17: Orbita parabdlica

Essa relagao direta entre o sinal da energia mecanica de uma érbita e seu
formato implica que podemos achar o formato de uma o6rbita a partir de sua
energia mecanica em qualquer ponto, como representado pelo exemplo abaixo:

Exemplo 7

Considere uma pequena regiao do espago na qual uma pequena massa m
interage gravitacionalmente com uma estrela de massa M. Abaixo estao listadas
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4 possiveis situagoes inicias para m nesta configuracao. Assim, encontre o
formato da érbita de m em cada caso.

a) m com velocidade nula a uma distancia muito grande de M;
b) m com velocidade ndo-nula a uma distancia muito grande de M;

¢) m com velocidade nula a uma distancia considerdvel de M;

d) m com velocidade 4/ 2C;M a uma distancia d de M.

Solugao

De modo geral para todos os itens, vamos calcular a energia mecéanica inicial
(que é a mesma para todo o decorrer da 6rbita) em funcdo das distancia e
velocidade iniciais ry e vg:

2 M
Em:K—l—Ug:m;O—GTm
0

Como ja vimos, o sinal de E,, determina o formato da orbita.

. .1 . .
a) Temos que vop = 0 e 79 é muito grande, ou seja, — = 0 (isso significa que a
r

energia potencial gravitacional inicial é desprezivel de tao pequena. Assim:

0
0)2 1
By = "0 am =0
2 To
Ou seja, a orbita é parabdlica.
b) Temos:
0
B, = MW oy (U miwo)?
2 To 2

Como m é positivo, assim como v3 (todo?” nimero ao quadrado é positivo),
temos que E,, > 0, ou seja, a érbita é hiperbdlica.

¢) Temos que vy = 0 e que r9 é um valor consideravel, ou seja, ndo podemos
dizer que seu inverso é nulo. Assim:

B, = m(o)z_ GMm _ ~GMm
2 To To

20Exceto nimeros complexo, que felizmente néo é o caso da velocidade.
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Como M, m e rq sdo positivos, E,, < 0, ou seja, a érbita é eliptica®!.

2GM  2GM
d) Temos que 79 = d e v3 = ¢ = L, logo:
To d
B - m(vg)? ~ GMm _ 2GMm  GMm _0
"9 ro  2d d

Ou seja, a 6rbita é parabdlica, assim como no item a).

Ja estudamos as principais relacoes matematicas e fisicas em 6rbitas elipticas
e circulares. Agora, vamos ver um resumo das érbitas hiperbodlicas e parabdlicas.

2.6.1 Hipérbole

A hipérbole é, em diversos sentidos, a face oposta elipse, uma vez que di-
versas relagoes da elipse podem ser aplicadas na hipérbole com pequenas modi-
ficagbes. Antes de tudo, vamos definir os elementos que compodem a geometria
da hipérbole:

a
Y . a
Foco
—a
. - C

Figura 2.18: Orbita hiperbélica

u uas r in ncontram com a hipér no infinito.

Note que as duas retas assintotas se encontram com a hipérbole no infinito
. e . A

Nesse sentido, o ”semieixo menor”b pode ser interpretado como o parametro

21 A é6rbita circular é um caso particular de uma érbita eliptica tal que a direcdo da veloci-
dade inicial deve ser muito especifica, assim como o seu médulo. Assim, como s6 sabemos o
sinal negativo da energia, o maximo que podemos afirmar é que a 6rbita é eliptica.
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de impacto da drbita, que é a menor distancia entre a reta definida pela
diregao da velocidade da massa no infinito (i.e. a prépria assintota) e o foco da
hipérbole.

Pelo triangulo retangulo de catetos a e b e hipotenusa ¢, temos, por Pitagoras:
A =a%+1?

Ainda, a excentricidade e da 6rbita hiperbdlica é:

c
e=—>1
a

Também podemos encontrar o angulo « relacionado as retas assintotas por:

b
tana = —
a

N M
(foco)

Figura 2.19: Orbita hiperbdlica

A dltima propriedade geométrica relevante é acerca da equacao polar da
hipérbole. Temos:

~a(e? —1)
" 14ecos




2.6. TIPOS DE ORBITAS 149

Voltando a fisica, podemos relacionar a energia mecanica FE,, de uma érbita
hiperbdlica de maneira anédloga a relagao da orbita eliptica. Note:

2 GM GM
Em:mv B m:+ m>O
2 T 2a

Reescrevendo essa expressao:
2 1
v=4/GM < + )
rooa

Como vimos no exemplo 7, caso a massa teste m tenha velocidade inicial v
a uma distancia muito grande de M, a energia mecanica é:

mu3
2
Porém, como a orbita é hiperbdlica, podemos encontrar o semieixo maior a
a partir de vg por:

E, =

mv§  GMm GM

2 " 2 TR

As expressOes para o momento angular em uma érbita hiperbolica também
sa0 essenciais na astronomia, porém o momento angular s6 sera estudado na
secao 2.8. Nesse sentido, iremos colocar os resultados mais relevantes aqui,
porém eles sé serao provados no exemplo 12.

Seja vy a velocidade de m a uma distancia infinitamente grande de M,

temos:

Seja v, a velocidade de m na posi¢do mais préxima de M possivel, na qual
a distancia entre eles é ¢ —a = a(e — 1), temos:

‘L = mupale — 1)‘

Como o momento angular se conserva, também podemos chegar na seguinte
relagao:

vob = ale — 1)
Mas b? = ¢ —a® = a®(e? — 1) = b = av/eZ — 1. Assim:
v ale—1) = Je—1
Up_a\/eQ—l_ e+1

Vale ressaltar que esta equacao nao deve ser decorada, uma vez que, em
uma prova, vocé s6 ganharia pontos caso também soubesse deduzi-la.
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2.6.2 Parabola

m

M (foco)

oS

Figura 2.20: Orbita parabdlica

Diferentemente do que observamos na elipse e na hipérbole, a tnica di-
mensao geomeétrica relevante na parabola é o semi-latus rectum p, assim como
ilustrado na imagem acima. Nesse sentido, a menor distancia entre m e M

numa érbita parabdlica é g

A partir de p e #, podemos encontrar o valor de r por:

rzip
1+ cos@

Note que 7(90°) = p, uma vez que cos 90° = 0, e r(0) = g, j& que cos 0 = 1.

Vale ressaltar também que a excentricidade de uma parabola é e = 1.

Por fim, a energia mecanica em uma érbita hiperbdlica é nula. Assim, a
velocidade v de m quando sua distancia até M é r vale:

B mvgamb B GMm 2GM

= Uparab =
2 r P T
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Eliptica Parabdlica Hiperbdlica
Excentricidade O0<exl1 e=1 e>1
1—e? -1
Forma Polar = M r= p - M
1+ ecosb 1+ cosf 1+ ecosb
Energia E, = _Gﬂ E,=0 E,, = GMm
2a 2a
Velocidade v=4/GM <2 — 1) V= 2GM v=4|GM (2 + 1)
roa r roa

Tabela 2.1: Resumo dos tipos de érbitas

2.6.3 Velocidade de Escape

Vamos imaginar uma situagdo em que hd dois corpos m e M (>> m) se-
parados por uma distancia d no espago. Caso m ganhe uma velocidade inicial
vg em qualquer direcao, dois fatores irao “brigar” entre si para determinar o
movimento subsequente de m: a inércia (tendéncia ao movimento, velocidade)
e a atracgao gravitacional. Caso a gravidade seja muito maior que a inércia, a
6rbita sera fechada (eliptica ou circular) e m nunca ficard muito longe de M.
Entretanto, conforme vamos aumentando vy, o semieixo maior da érbita eliptica
de m também fica cada vez maior. Eventualmente, chega um instante em que
a velocidade inicial é grande o suficiente para que a érbita deixe de ser fechada.
Nessa situagao, m nunca mais ird retornar para as proximidades de M, ja que
sua Orbita serd parabdlica. A velocidade inicial necessaria para isso é chamada
de velocidade de escape v.s.. Agora, vamos encontrar o seu valor algébrico

como fungao de M e d.

Temos a seguinte situacao: inicialmente, m estava a uma distancia d de M
e recebeu uma velocidade inicial vg. No caso em que vy = Vese, M ird realizar
uma 6rbita aberta (parabdlica) até chegar a uma distancia infinitamente longe
com velocidade tendendo a 0. Assim, podemos conservar a energia entre esses

pontos:

muv}

GMm

GMm

2
mvfinul

2

d

2 dfinal
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Mas vfinar = 0 € dfinar — 00, i.e. = 0. Assim:
dfinal
muZ,, ~ GMm —0
2 d

Ou seja:

_ [2GM
UCSC - d

Vale reforcar que a Orbita percorrida por m nessa situacao de “escape” é
parabdlica, uma vez que a energia mecanica é nula.

Figura 2.21: Velocidade de escape visualizada

Exemplo 8

Monica deseja lancar o seu coelho de pelicia para um ponto infinitamente
distante de si. Desprezando forcas dissipativas e a atragao gravitacional de ou-
tros corpos além da Terra, qual seria a velocidade com que ela precisaria lancar
seu coelhinho?

Dados:

o G=06,67-10""Nm2kg=?2

e Massa da Terra: 5,97 - 10*kg
e Raio da Terra: 6,37 - 103km
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Solugao

Basta utilizarmos a expressao para a velocidade de escape:

2G My,
Vesc = B
Rg

Realizando a conta, obtemos ves. = |11,2km/s |

2.6.4 Raio de Schwarzschild

Vamos analisar a equagao da velocidade de escape:

. _ [J26M
esc — d

A priori, pode parecer que, independentemente do quao grande é M ou do
quao pequeno é d, sempre hd uma velocidade ves. grande o suficiente para que
o corpo consiga escapar da atracao gravitacional de M. Entretanto, sabemos
que a maior velocidade possivel para um corpo no nosso universo ¢é a velocidade
da luz c. Desse modo, caso M e d sejam tais que v.s. > ¢, nada, nem mesmo
a luz, poderd escapar da atragao gravitacional de M. Essa definicdo é muito
parecida com a descricao de um buraco negro, e portanto podemos encontrar
uma expressao para o raio de seu horizonte de eventos como fungao de sua
massa, chamado de raio de Schwarzschild.

Vamos considerar um corpo que dista Rsq, do centro de um buraco negro
de massa M. Caso ves. = ¢, essa posicao esta no limite do horizonte de eventos
de um buraco negro. Assim:

o e 2GM
esc — - Rsch
Ou seja:
2GM
Rsch = 2

Vale ressaltar que estamos utilizando conceitos da mecanica classica para
trabalhar com buracos negros, entao a dedugao que fizemos nao possui um
rigor fisico muito concreto. Entretanto, utilizando conceitos de relatividade
geral, o valor de R é idéntico ao que encontramos com a fisica Newtoniana.
Isso nao passa de uma coincidéncia, porém é bastante interessante.
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Figura 2.22: Representagao artistica de um buraco negro e do raio do horizonte
de eventos

Exemplo 9

Até que raio seria necessario comprimir os objetos abaixo para que eles viras-
sem buracos negros? Considere que nenhuma massa é perdida nesse processo.

a) Sol
b) Terra
Dados:
o G =667 107" Nm2kg—2
e Massa da Terra: 5,97 - 10*kg
e Massa do Sol: 1,99 - 1030kg
e c=3-10%m/s

Solucgao

Basta encontrarmos os valores do raio de Schwarzschild para Mg e Mg:

2G'-1,99 - 1030
a) Rsen, = TRTS o ~ (2,95 km
2G - 5,97 - 10%
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2.7 Momento Linear

Como feito com energia, vamos definir agora uma nova grandeza: o mo-
mento linear.

p=mv

Que também é conhecido como Quantidade de Movimento. Note que ele
é uma grandeza vetorial, diferentemente da energia, ou seja, possui médulo,
direcao e sentido. No ensino médio, conhecemos a 2% Lei de Newton como

—

Fres = md

Entretanto, o caso geral, que também foi aquele descrito por Newton, é:

. Ap
Free = X
B At

A relacao F:es = ma surge na situacao especifica em que a massa do corpo
é constante, onde:
Ap AT
At A

AP = mAT = =ma

Como a energia, sob certas circunstancias, o momento linear é conser-
vado. Para o escopo deste livro, podemos dizer que essa condigao é satisfeita se
nao houverem forgas externas atuando sobre o sistema analisado. Por exemplo,
o momento linear de um sistema de dois corpos que interagem entre si somente
pela forga gravitacional, sem nenhuma interferéncia externa, é conservado. Um
exemplo cldssico disso sdo os estilingues gravitacionais, em que corpos (geral-
mente sondas) se aproveitam da enorme massa de planetas para ganharem mais
velocidade sem gastarem combustivel. Essa situagao é analoga a colisao de uma
bolinha com uma enorme parede em movimento na diregdo contrédria (bolinha
indo para a direita e a parede indo para a esquerda, por exemplo), e pode ser
observada na figura abaixo.

<t

Figura 2.23: Estilingue gravitacional. vy > v;
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2.8 Momento Angular

Uma outra grandeza (vetorial, assim como o momento linear) muito impor-
tante é o momento angular. Assim como a energia e o momento linear, ele
é conservado para certas circunstancias especificas, porém basta saber que isso
é valido em sistemas com dois corpos orbitando entre si. Para os propdsitos
deste livro, o momento angular de um corpo pontual de massa m é:

L = muorsen(0)

Em que 60 é o angulo entre o vetor velocidade e o vetor raio, como ilustrado
na imagem abaixo.

i

o< Origem
(referéncia)

Um fato interessante é que a 22 Lei de Kepler vem diretamente da Con-
servagao do Momento angular, onde pode-se provar que:

AA L
At 2m
Como L é constante, a velocidade areal é constante, ou seja, a Segunda

Lei de Kepler esta provada. Esse resultado numérico foi colocado por fins de
curiosidade, nao sendo tao relevante por enquanto.

Vimos no exemplo 6 um método - um pouco macante - de se encontrar a
razao entre as velocidades no periélio e no afélio através da conservagao de ener-
gia. Entretanto, existe um método mais conveniente de resolver esse problema
utilizando a conservagao do momento angular:

Exemplo 10
Uma massa m estd em uma 6rbita eliptica de excentricidade e ao redor de
-~ U . .
uma massa M > m. Calcule a razio 2 das velocidades no periastro e no

Vg
apoastro.
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Solugao

Vamos calcular o momento angular L no periastro e no apoastro em fungao
de v, e v, e entao vamos utilizar a conservacdo do momento angular para en-
contrar a razao desejada.

No periastro, o angulo 6 entre o vetor posigao e o vetor raio é § = 90°, a
velocidade é v, e a distancia r de m até M é r, = a(1 — e), logo:

L = mu,r, = muya(l —e)
J& no apoastro, r, = a(1 + €), logo:
L = mu,r, = muga(l + e)

Tgualando essas expressoes, temos:

Ul_1+€

mupa(l —e) = muga(l + e) w1 e

Assim como encontrado no exemplo da se¢do de energia! Perceba que a
conta realizada foi bastante reduzida, mostrando a conveniéncia de se utilizar
o momento angular para certas situagoes.

Agora, iremos calcular uma expressao generalizada para o momento angular
de uma 6érbita eliptica a partir dos parametros a, e, M e m. Ela é conveniente
para encontrarmos o angulo # para qualquer ponto da Orbita, desde que a
distancia r até esse ponto seja conhecida (j4 que podemos encontrar a veloci-
dade a partir dela através da equagdo VIS-VIVA).

Sabemos que o momento angular é o mesmo em todos os pontos da érbita,
ou seja, podemos pegar qualquer ponto - inclusive os mais convenientes - para
calcularmos Lejipse. Assim, vamos analisar o que ocorre no periélio (a conta
para o afélio seria andloga). Nessa posi¢do, o 4ngulo 6§ entre o vetor posicao e
o vetor raio é 6, = 90°, a distancia até M é r = r, = a(1 — e) e, como vimos
no exemplo da secao de energia, a velocidade v vale:

GM1+e
V== a 1—e

Desse modo, podemos juntar tudo em uma tnica expressao:

GM1+e
a 1—e

) (a(1 —€))sen(90°)

Letipse = muprpsen(8,) =m (
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Como sen(90°) = 1, podemos rearranjar essa expressao para obtermos o
resultado final:

Leiipse = my/GMa(l — €2)

Exemplo 11

Em uma érbita de excentricidade e, encontre o dngulo entre os vetores ve-
locidade e posicao quando um astro esta no:

a) Semieixo menor

b) Semi-latus rectum

Solugao

a) Nesse caso, basta lembrar que o vetor velocidade é paralelo ao semieixo
maior, ou seja:

ydl
N

Figura 2.24: Ttem a)

Perceba que o angulo entre os vetores posicao e velocidade é 180° —6. Agora,
podemos achar 6 pela geometria da elipse:

C
cos = —=¢e
a
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Assim, o angulo procurado é ‘ 180° — cos*(e) |.

b) O angulo 6 entre os vetores posi¢ao e velocidade é:

\

\

Figura 2.25: Ttem b)

Nesse ponto, o momento angular L é:

L =mupsenf

Onde v é a velocidade do corpo no semi-latus rectum e p é a distancia do foco
até esse ponto. Ainda, sabemos que o momento angular da orbita é constante
e vale:

L =m\/GMa(l — e?)

Assim, basta encontrarmos v e p. J4 vimos na segao de elipses que p =
a(1 —€?). Assim, podemos achar v por VIS-VIVA:

1)2:GM<2—1)
p a

s GM1+e?
v =
a 1—¢é2

Substituindo p, obtemos:

Juntando todas essas expressoes:
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VGMa(1l — €?) GMa(1 — e2)

senf = =
pv GM 1+ e?
a(l —e?)y| ———
a 1—¢e2

Reescrevendo:

GMa(1 — e2)
VGMa(l —€2)(1 + €2)

senf =

Ou seja:

6 =sen! (1>
V14 e?

Vale ressaltar que também seria correto fornecer o suplementar desse angulo
(180° — ), j& que nao sabemos a direcao da velocidade.

Por outro lado, podemos encontrar uma expressao generalizada para o mo-
mento angular para uma dérbita hiperbdlica. Seja v, a velocidade de m quando
sua distancia até M é minima (= ¢ —a = a(e — 1)), temos:

Ly = mupale — 1)
Entretanto, podemos achar v, pela energia mecénica de uma érbita hi-

perbdlica:

GMm mvf, GMm
2a 2 ale —1)

/GMe+1
() = —
P a e—1

Assim, o momento angular L da érbita hiperbdlica é:

Reescrevendo:

GMe+1
a e—1

Ly, = ma(e — 1)

Ou seja:

Lpip = my/GMa(e? — 1)
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Exemplo 12

. . - . 1—e
Em uma o6rbita hiperbdlica, mostre que a razao 2= Tre na qual v,
Vp \ e
¢é a velocidade da massa de prova no periastro e vg é a velocidade da massa de
prova infinitamente distante de M, pela:

a) Conservagao da energia mecénica

b) Conservagdo do momento angular

Solugao
a) Quando m estd infinitamente distante de M, a energia mecénica é:

= — = — 4/ —=
% g % a

B _ GMm  mv3 GM

Por outro lado, quando a anomalia verdadeira de m é nula (distancia entre
M e m minima):

Note que 7, =c—a = a(e — 1). Assim:

2 1
””\/GM(aw—l)*a)
B /GM e+ 1
U = a e—1

Tirando a razao de tais expressoes:

Reescrevendo:

Vo e—1

Up e+1

b) J4 vimos que o momento angular quando m possui velocidade v, é L =
mupa(e — 1). Entretanto, para encontrarmos a expressao de L quando m estd
muito distante e possui velocidade vy, precisamos primeiramente analisar a
seguinte imagem:
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Note que essa imagem nao é ideal, uma vez que a distancia entre m e M
deveria ser infinitamente grande. Entretanto, podemos obter uma intuigao do
que realmente estd acontecendo. Pela definigao do momento angular, temos:

L = mugrgsen 3

Entretanto, perceba que temos um triangulo retangulo de cateto b e hipo-
tenusa . Assim:

b
sen(180° — ) = -
Como sen(180° — x) = sen z:

rosen3 = b

Ou seja:

2 2

Agora, como b? = ¢? — a? = a?(e? — 1), podemos encontrar a razio entre as
velocidades pela conservagao do momento angular:

L = mvpa(e — 1) = mugay/e? — 1

Reescrevendo, obtemos o resultado procurado:
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Vo

_ e—1
vp_\/e—l—l

Por fim, podemos encontrar uma equagao para e como funcao de L e E que
funciona para oOrbitas elipticas e hiperbdlicas. Primeiramente, vamos encontra-
la para a érbita eliptica. Temos:

L?,
Letipse = my/GMa(l — e2) = % = GMa(l —€?)

—GMm —GMm

Eelipse = Sa=_——""
pse
2a 2Eciipse

Substituindo a expressao de a como funcao da energia na equagao do mo-
mento angular:

LQ;- —GMm
elipse _ GM 1_ 2
m?2 2Eelipse ( ¢ )

Reescrevendo:

2Eei seL2 i
- \/1 + lip elipse
G2M?m3

Realizando o procedimento andlogo para a 6rbita hiperbdlica, obtemos o
mesmo resultado. Desse modo, podemos chegar na seguir expressao geral:

2F L2
=Vt Gaems
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2.9 Problemas

2.1. (Iniciante) Um estudante analisa a érbita de um pequeno corpo no Sistema
Solar e percebe que sua maior e menor distancias do Sol sdo 10 UA e 3UA,
respectivamente. Assim, encontre a excentricidade dessa érbita.

2.2. (Iniciante) Um estudante estd utilizando um celular que troca informagoes
com um satélite geoestaciondrio diretamente acima de sua cabega. Conside-
rando que o tempo entre o satélite receber e devolver sinais é nulo, quantos
segundos se passam entre o envio e o recebimento de um sinal pelo aluno?

2.3. (Iniciante) Apaixonado por Astronomia, Raulzito decide estudar a fundo
o cometa TVEOQSAM. Em suas observagoes, ele percebe que o objeto estd a
3,4 UA de distancia do Sol e possui velocidade 20 km/s. Qual é o tipo de 6rbita
que o cometa executa ao redor do Sol?

2.4. (Iniciante) Pesquisadores estdo analisar um cometa que orbita o Sol em
uma Orbita eliptica com periodo de 8 anos. Em um certo instante, eles calcula-
ram que esse cometa possui uma velocidade de 16500 m/s com relagao ao Sol.
Assim, qual a distancia do Sol ao cometa nesse instante?

2.5. (Iniciante) Em certo aglomerado globular de raio 10°Ry, a velocidade
de escape na superficie é 220 km/s. Supondo que as estrelas desse grupo sao
parecidas com o Sol, quantas estrelas existem nesse aglomerado?

2.6. (Intermedidrio) Desconsiderando efeitos relativisticos, é possivel um corpo
orbitar um buraco negro de massa um milhao de vezes maior que a massa do
sol em um periodo de 10 segundos?

2.7. (Intermedidrio) (P1 Barra/2019) Um astronauta encontra-se sobre um pe-
queno corpo do Sistema Solar, com uma densidade igual & densidade média da
Terra. Ao saltar na vertical, ele acaba por escapar da atracdo gravitacional
do corpo. Na Terra, com o mesmo impulso, ele nao conseguiria saltar mais do
que 30 cm. Determine um limite superior para o raio deste corpo, supondo-
o esférico. Considere a aceleracao da gravidade na superficie da Terra como
9,8m/s?.

2.8. (Intermedidrio) (Thiago Paulin) Considere um cenério ficticio em que um
enorme meteoro colide com a Terra, assim como ilustra na figura abaixo. Sa-
bendo que a velocidade da Terra apds a colisao tangencia a érbita original da
Terra, que era circular, e possui médulo vy, encontre o afélio da nova 6rbita da
terrestre.
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Antes da coliséo

Vo

Depois da coliséo

2.9. (Avangado) (IOAA adap.) Moénica recebe um aviso de seu pai Mauricio
que a Terra e todos os planetas do Sistema Solar irdo sumir em instantes. Com
o intuito de salvar o seu coelhinho, ela o arremessa em uma 6rbita parabdlica
em torno do Sol imediatamente antes da catastrofe. Considerando as drbitas
da Terra e de Marte como circulares e coplanares de raios 1,0 UA e 1,5 UA,
respectivamente, calcule o angulo 6 que o coelho ird fazer com a o6rbita de

Marte.
\

2.10. (Avangado) Uma manobra muito utilizada para levar levar um corpo
de uma 6rbita para outra é a transferéncia de Hohmann, em que o corpo
realiza impulsos para ir de sua érbita original para uma orbita transferéncia e
dessa drbita para a drbita final. A imagem abaixo um corpo realizando essa
manobra.
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Sendo assim:

a) Descubra o valor dos bursts de velocidade Av; e Avsg necessdrios para reali-
zar a transferéncia. Considere que as érbitas azul e vermelha sao circulares
de raio ry e ro, respectivamente, e coplanares.

b) Calcule a duragéo da transferéncia.

2.11. (Avangado) Um corpo é abandonado a uma distancia Rg, da superficie
terrestre. Calcule o tempo de queda.

. ~ . . . sps a ~
Dica: As equagoes cldssicas de cinemdtica (S = Sp + vot + §t2 p.ex.) nao
funcionam nesse caso, ja que a gravidade estd variando continuamente. Tente

tratar a reta que representa a dérbita como uma elipse extremamente esticada
(elipse degenerada).

2.10 Gabarito

2.1. As situagoes de distancia minima e méxima correspondem, respectiva-
mente, ao periélio e afélio. Assim, podemos encontrar a excentricidade a
partir da expressao vista na segao 2.3:

o Tapoastro - Tpem'astro

Tapoastro + Tperiastro

Substituindo os valores:

10 -3
6—m—0,538
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2.2,

2.3.

2.4.

O periodo de um satélite geostacionario é igual ao periodo da Terra, logo,
pela Terceira Lei de Kepler:

Realizando a conta, encontramos ags,; =~ 42227km, que é a distancia do
centro da Terra ao satélite. Com isso, podemos encontrar sua altura com
relacao a superficie terrestre:

H = aga — Re = 35850 km

Como o sinal tem que ir e voltar, a distdncia total percorrida pelo sinal é
de 2H = 71700 km. Para descobrir o tempo basta dividir esse valor pela
velocidade da luz.

71700 Em

R 239
3.105 km/s 000

Para determinarmos o tipo da oérbita, basta encontrarmos o sinal de sua
energia mecanica E. Temos:

2
Em('vGM)
2 r

O enunciado deu v e r, logo:

> =m- (76,1-107)%

(2,0-10%2%  6,67-10711-1,99 - 1030
E=m —
2 3,4-1,496 - 1011

Como m > 0 (massa do cometa), temos que E < 0. Assim, a 6rbita é
eliptica.

Como o cometa orbita o Sistema Solar, podemos utilizar a Terceira Lei
de Kepler para encontrar o seu semieixo maior a. Como a Terra também
orbita o Sol:

P?  lano?
a3 1UA®

Realizando a conta, obtemos a = 4 UA. Agora, vamos utilizar a equacao
VIS-VIVA:

2 1 v? 1 2

2
=GM|-—- ) = - = -
! (7‘ a) GM@+a r
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Substituindo os valores do enunciado:

165002 1 2

133-100 ' 4-15-100

Assim:

r=1538-10"m

Reescrevendo a equagao da velocidade de escape:

v, - R

€esc

M =
2G

Substituindo os valores do enunciado:

2,2-10°)%-10%-6,96 - 108

_(
M= 2-6,67-10-11

=252-10% kg

Essa é a massa combinada de todas as IV estrelas parecidas com o Sol.
Assim, podemos achar N por:

M
N=3

Podemos calcular a distancia do centro do buraco ao corpo que realiza a
orbita de periodo 10s a partir da Terceira Lei de Kepler:

B i/PQGM 5102 G -1,99 - 10% - 10°
“= 4r2 472

a = 6,95 - 10® metros

Agora, podemos calcular o raio de Schwarzschild do buraco negro:

2GM  2-6,67-107'1 1,99 103
EE 9-1016

Rsch =
Tsen = 2,95 - 10° metros
Repare que a < Ry, entdo a distancia que o corpo deveria estar do centro

do buraco negro é menor que o préprio raio de Schwarzschild do buraco
negro, i.e. a situagao é impossivel.
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2.7. Na Terra, a velocidade inicial fornece energia cinética suficiente para que

o astronauta suba 30cm. Assim, conservando a energia mecanica nos
instantes inicial e final (altura méxima):

imvz = mgh = v = 2gh

Ja no pequeno corpo, essa velocidade é suficiente para o astronauta escapar
de sua atragao gravitacional, logo v é a velocidade de escape. Temos:

2GI,
= Vesc < 2gh =
v v g RC

Agora, precisamos utilizar o fato que a densidade do corpo é igual a den-
sidade da Terra. Como ambos sao esféricos:

- _ 3Mg
Pe = Po = 4T RS,
Juntando essas expressoes:
2G 471'/)@ 3
2gh = — - R
TR, T3 e

Reescrevendo:

_ 3gh
ke = \/ 4rGpg

Podemos calcular a densidade da Terra por:

Mg

Pe =7

~550-10% kg m—3

Realizando a conta, obtemos | R, = 1,38 km |.

2.8. Perceba que o periélio da nova orbita é o préprio raio da orbita original:

rp:a@

Sabemos que 7, + 7, = 2a, i.e. basta encontrarmos o semieixo maior da

nova érbita para resolvermos o problema. A energia total dessa érbita é
GM@TTL
————, logo:

2a
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muj ~_ GMgm _ GMgm

2 ag 2a
Isolando a:
1
a =
2 v%
ag GM@
Como 7, = 2a — ag:
2
e = a
“ 2 U% @
(07 GM@
Reescrevendo:
T aa
e QGM@ — G@U%

Também é possivel resolver esse problema conservando o momento angular
e a energia entre o periélio e o afélio, porém a conta seria bem maior.

Como a energia total de uma érbita parabdlica é 0, podemos encontrar a
velocidade inicial do coelho (vg) e sua velocidade quando ele cruza a 6rbita
de Marte (vpr). Temos:

mu3 _ GMgm Y 2G Mg
2 ag ag
Analogamente:
mv?; _ GMgm C 02 = 2GMg
2 ay ap

Onde agy = 1UA e apy = 1,5 UA. Agora, podemos conservar o momento
angular entre esses dois pontos. Inicialmente, o angulo entre os vetores
posicao e raio era 90°, logo:

L1 = mvgag sen 90° = mugag

Por outro lado, o angulo entre esses vetores é 90° — # quando o coelho
cruza a Orbita de Marte. Assim:

Lo = mupraps sen(90° — 60)
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Como sen(90° — z) = cosz e 0 momento angular se conserva, temos:

Ly = Ly & mugag = mupsaps cosd

Assim, substituindo vg e vj;:

2G Mg
A a
cosf = ©
2G' M,
ang
anr

Reescrevendo:

53]

6 = cos™* ( a4

Realizando a conta, obtemos | 6 = 35,3° |.

2.10. a) Pela geometria da situagao, perceba que a drbita de transferéncia (em
verde) possui semieixo maior a tal que 2a = r; + ro. Assim, para
que o corpo va da orbita original para a transferéncia, ele deve pos-
sui uma velocidade que satisfaca a equagdo VIS-VIVA da dérbita de
transferéncia, ou seja:

2 1 2 2 2GM
uf:GM(—>:GM<— ): 2
re ri+r r1(r1 +r2)

S
=

Perceba que antes de realizar o primeiro burst, o objeto possuia a
velocidade da érbita circular de raio 71, logo sua velocidade inicial era:

GM

1

Vo =

O burst Av; deve fazer com que a velocidade do corpo va de vy para
v1, logo v1 = vy + Avy. Assim:

QGMTQ
A’Ul =
r1(r1 +r2)
Podemos reescrever essa expressao como:

Avy = \/GM <\/ 2rs - 1)
r1 71+ 7o

Para encontrarmos Awvs, podemos realizar um procedimento parecido.
Perceba que, apds o primeiro burst, o corpo estava no periastro da
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orbita de transferéncia. Por outro lado, imediatamente antes do se-
gundo, ele estard no apoastro. Sendo vy a velocidade antes do segundo
burst (no apoastro), temos, por VIS-VIVA:

UV, =

2 2 2GM
)=t

e (2 26
ro T1+T2 ro(r1 + 72)

Por outro lado, o corpo fica em uma 6rbita circular de raio ro apds o
segundo burst. Podemos achar a velocidade vy nessa situacao por:

GM
v = ——
.
Temos que vy = vo + Avg, logo:
GM 2
Avy — Q_ r )
T2 ry+re

b) Podemos encontrar o periodo associado & érbita de transferéncia pela
Terceira Lei de Kepler:

P2 <r1 +r2>3 4r® . p_ (11 + 12)372
2 GM 2GM

Pela Segunda Lei de Kepler, o corpo varre areas iguais em tempos

iguais. Durante a manobra, ele vai do periastro ao apoastro, logo o

tempo At necessario para isso é metade do periodo P encontrado pela

Terceira Lei de Kepler. Assim:

I (e Y L TEXB
) 2GM 8GM

2.11. E necessirio?? conhecer o conceito de elipse degenerada para resolver dessa

questao. Ela é uma elipse de excentricidade tendendo a 1, ou seja, quase
um segmento de reta. Assim, podemos considerar a 6rbita do corpo (que
é um segmento de reta) como uma elipse degenerada. A imagem abaixo
ilustra essa anélise.

Py

Centroda Terra "
|

Figura 2.26: Elipse degenerada (e — 1)

22Também é possivel resolvé-la com célculo diferencial e integral, mas a conta ultrapassa o
escopo de qualquer olimpiada de astronomia.



2.10. GABARITO 173

Para encontrarmos o tempo de queda, precisamos encontrar a area varrida
pelo corpo (em vermelho na imagem) e utilizar a Segunda Lei de Kepler.
Perceba na imagem que o eixo maior da elipse é a distancia entre o ponto
inicial e o centro da Terra, ou seja:

24 = 2Rg = a = Rg

Vale ressaltar que ¢ — a em elipses degeneradas. Agora, a area vermelha
AA pode ser divida em um quarto de uma elipse e um tridngulo de base
a e altura b. Assim:

wab  ab
AA= — + —
4 +2
Pela Segunda Lei de Kepler:
Ac_aa T\aTe) 11
P A abm 4 27

Onde P é o periodo da érbita e A é a drea total da elipse (wab). Temos,
pela Terceira Lei de Kepler:

P2 Agx?

(L3 o GM@

Juntando essas expressoes:

Af — 1+i 472a3
S \4 27 G Mg,

Reescrevendo e utilizando a = Rg:

RE
G Mg

Atz(l—i—%)

Realizando a conta, obtemos | At = 2080 s |.



Capitulo 3

Fotometria

A fotometria é o ramo da astronomia que estuda a luz vinda de objetos
astronomicos, seja ela visivel aos nossos olhos ou nao. Ao longo deste capitulo,
iremos estudar as diversas informacoes que uma simples amostra de radiacao
pode nos dar, que sao essenciais para um melhor compreendimento do nosso
universo.

3.1 Espectroscopia

3.1.1 Radiagao Eletromagnética

A radiacao eletromagnética estd amplamente presente no dia a dia: na visao
humana, no forno micro-ondas, nas tecnologias de comunicagao, etc. Na astro-
nomia, ela nao é apenas o principal meio de se obter informacoes para o estudo
dos objetos astronémicos, mas foi por muito tempo o tinico meio de se obter tais
informagdes (atualmente, também existem outras técnicas, como a detecgao de
ondas gravitacionais). Assim, quase todas as informagoes que conhecemos sobre
0 nosso universo foram obtida através da deteccao da radiacao eletromagnética,
seja ela a luz visivel ou em outras faixas do espectro eletromagnético, este que
sera apresentado um pouco adiante.

Agora, vamos estudar a natureza ondulatéria da radiagdo eletromagnética.

e Ondas Eletromagnéticas:

Uma carga elétrica oscilante gera campos elétricos e magnéticos varidveis
que sustentam uns aos outros. Esse fenomeno da origem a propagacao de on-

das eletromagnéticas, como a luz.

As oscilagoes dos campos elétricos e magnéticos sdo perpendiculares entre
si e podem ser entendidas como a propagacao de uma onda transversal, isto é,

174
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a oscilagao se da perpendicularmente a diregao de propagagao, como pode ser
observado abaixo:

Diregdo de

Campo _ Propagagéo//-
</

Elétrico (F)

Campo |
Magnético (B)

Comprimentm
\A/

Figura 3.1: Onda eletromagnética

Alguns elementos das ondas eletromagnéticas sdo extremamente importan-
tes para seu estudo. Observe a figura abaixo:

NEAY

Figura 3.2: Parametros de uma onda

Temos:

e Velocidade da luz (c): velocidade de propagagido de uma onda eletro-
magnética qualquer no vacuo (¢ ~ 3-10% m/s)

e Comprimento de onda (\): menor distancia entre dois pontos da onda em
concordéancia de fase. Por exemplo, a distancia entre duas cristas (pontos
mais altos de uma onda) consecutivas

e Frequéncia (f): quantidade de oscilagées da onda por unidade de tempo
e Periodo (7T'): intervalo de tempo de uma oscilagdo completa da onda

e Amplitude da onda (A): distdncia méxima entre um ponto da onda e a
sua posicao de equilibrio.
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Agora, vamos encontrar algumas relagoes entre essas grandezas. Se uma
onda realiza n oscilagdes em um intervalo de tempo At, sua frequéncia é:
f n
At

Por outro lado, o intervalo de tempo At associado a n oscilagoes se relaciona
com o periodo T por:

At =nT
Dividindo essas equacoes:
1
=7

Além disso, podemos relacionar o comprimento de onda A com a frequéncia
f de uma onda. Apds um intervalo de tempo T, ela percorreu uma distancia A
com uma velocidade ¢. Assim, por cinemadtica:

A== c=—
C C T

1
Como 7= f, podemos chegar na equagao fundamental da ondulatéria:

c=Af

A partir dessa equacdo, pode-se perceber que o comprimento de onda A e a
frequéncia f de uma onda eletromagnética sdo inversamente proporcionais, isto
é, caso uma aumente, a outra diminui.

e Fotons:

Devido ao principio da dualidade onda-particula, a luz pode ser entendida
tanto como uma onda eletromagnética quanto como um feixe de diversos pa-
cotes de pequenas particulas energéticas, os fétons. A energia de um féton de
frequéncia f pode ser calculada através da equacao de Planck-Einstein:

Onde h é a Constante de Planck, que vale h = 6,63 - 107347 - s.
Perceba que quanto maior for a frequéncia de uma onda eletromagnética,

maior serd sua energia. Ou também, como f = ¢/\A = E = he¢/\, quanto maior
o comprimento de onda, menor sera a energia de uma onda eletromagnética.

A partir da ideia de quantizar a energia em pequenos pacotes, o fisico di-
namarqués Niels Bohr desenvolveu seu modelo atomico, propondo que o dtomo
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é formado por um nicleo positivamente carregado cercado pelos elétrons em

7

orbitas circulares de diferentes niveis de energia, assim como ilustrado abaixo:

Aumento da energia
dos orbitais

Um foton ¢ emitido
com energia E = hf

Figura 3.3: Estrutura do modelo atémico de Bohr

Se um elétron saltar de um nivel orbital de maior energia para um de menor
energia, como na figura 3.3 (nivel 2 para o 1), um f6ton é emitido com ener-
gia exatamente igual & diferenga de energia entre os orbitais. Analogamente,
quando um elétron absorve um féton suficientemente energético, ele salta de
um nivel orbital de menor energia para um nivel orbital de maior energia. Esse
mecanismo é a causa da emissao de luz por estrelas.

3.1.2 Espectro Eletromagnético

O espectro eletromagnético é o intervalo completo de todas as possiveis
frequéncias da radiagao eletromagnética, abrangendo nao s6 o espectro visivel
(pelo olho humano) como também frequéncias muito menores ou maiores. A
imagem abaixo ilustra todas as faixas do espectro eletromagnético:
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< Aumento da Frequéncia (v)
1?“ 1?2: l?zo 1?18 1?16 l(l)u 1?12 1?10 llos llos lIOA lloz 1|00 v (Hz)

Raios y Raios X UV | | Infravermelho | Microondas |FM AM Ondas longas de radio
(Ondas de radiof

| | | | | | I I I | |
JE T T e S ) e [ S T 10°° 107 10° 10° 10° 10* 10° 10% % (m)

eeemTTTT T T Aumento do Comprimento de Onda (1) —

! Espectro Visivel

I
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Figura 3.4: Espectro eletromagnético

Note que os raios gama tém comprimentos de onda do tamanho de fragoes
de um atomo, enquanto as ondas de radio possuem comprimentos da ordem de
milhares de quilometros.

E interessante notar que a faixa do visivel corresponde apenas a um estreito
intervalo de frequéncias, mostrando que a visao humana é bastante limitada.
Assim, utilizamos detectores especializados para realizarmos observacoes em
outros comprimentos de onda.

De todos esses tipos de ondas eletromagnéticas, grande parte nao é capaz
de penetrar a atmosfera terrestre, fazendo com que observagoes astronémicas
nesses comprimentos de onda a partir da superficie da Terra fiquem compro-
metidas. Isso mostra a importancia de telescdpios espaciais, ja que eles estao
acima da atmosfera.

3.1.3 Leis de Kirchhoff

A partir de experimentos, o alemao Gustav Kirchhoff formulou trés impor-
tantes leis da espectroscopia, que ficaram conhecidas como Leis de Kirchhoff.
Elas sao:

e Um corpo opaco quente, independentemente de seu estado fisico, emite
um espectro continuo.

e Um gés rarefeito (contrario de denso) frio produz um espectro de linhas
de emissao (linhas brilhantes).

e Se a luz de um objeto com espectro continuo passar por um gas rarefeito
frio, linhas de absorgao (linhas escuras no espectro continuo) surgirao.
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Espectro continuo Espectro de emissdo

gas frio

Fonte quente

Espectro de absorcdo

Figura 3.5: Leis de Kirchhoff

3.1.4 Espectro das Estrelas

O espectro de uma estrela possibilita que astréonomos determinem algumas
de suas caracteristicas, como temperatura, composicao quimica, massa, idade
e até mesmo a possivel presenca de um exoplaneta.

De acordo com as leis de Kirchhoff, as estrelas apresentam um espectro
continuo com linhas de absorgao. Isso ocorre pois é gerado um espectro continuo
na sua superficie visivel (fotosfera), porém parte dessa luz é absorvida pela ca-
mada fina e mais fria de atmosfera que estd logo acima da fotosfera, gerando
linhas de absorcao. Essas linhas dependem dos elementos quimicos e da tem-
peratura da estrela.

Ainda, assim como proposto pelo modelo de Bohr, cada elemento s6 pode
emitir fotons com energias que sao determinadas por seus niveis de energia, ou
seja, a frequéncia da luz emitida por um elemento especifico nao é arbitraria.
De maneira parecida, atomos s6 podem absorver fétons dessas mesmas energias
para o processo inverso. Desse modo, a deteccao de uma linha espectral, seja
de emissao ou absorgao, é evidéncia direta para a presenca de certos elementos
em uma estrela.

Para obtermos o espectro de uma estrela, é necessaria a utilizagao de uma
rede de difragao para separar a luz proveniente nos diferentes comprimentos de
onda presentes, resultado um grafico como aquele representado abaixo:

Podemos obter o espectro de uma estrela utilizando uma rede de difracao
para “separar” a luz para cada faixa de comprimentos de onda. O resultado
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disso é um gréfico parecido com o da figura abaixo.
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Figura 3.6: Espectro de uma estrela

As linhas de absorcao sao facilmente identificadas na figura 3.6 observando
as varias quedas abruptas no fluxo relativo.

3.2 Efeito Doppler e Redshift

3.2.1 Efeito Doppler

O Efeito Doppler é um fenémeno fisico relacionado a mudanga da frequéncia
de ondas emitidas ou refletidas por um objeto que estd em movimento com
relagdo a um observador. Na astronomia, nos interessamos muito mais pela
relagao desse efeito em ondas eletromagnéticas (como a luz) do que em ondas
mecénicas (como o som), ji que estas nao se propagam pelo vicuo do espago.

Vamos imaginar uma fonte com uma velocidade radial (na dire¢ao fonte-
observador) nao nula com relagdo a um observador. Essa fonte emite pulsos de
luz a cada Atg, assim como ilustrado na seguinte imagem:
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Figura 3.7: Efeito Doppler

Um observador localizado a esquerda da fonte receberia dois pulsos consecu-
tivos em um intervalo de tempo At; maior que Aty devido & velocidade radial
positiva da fonte. Por outro lado, um observador a direta receberia sinais con-
secutivos separados por um Aty < Aty. Agora, comparando esses pulsos com
a emissao de ondas, podemos relacionar as frequéncias da luz com os intervalos
de tempo por:

1 1 1
h=xp  h=xg  P=ag

Ou seja, f1 < fo e fo > fo, ou A1 > Ag e Ao < Ag. Essa variacao da
frequéncia (ou comprimento de onda) causada pelo movimento relativo entre
uma fonte e um observador é chamada de Efeito Doppler.

3.2.2 Redshift nao-relativistico

Como vimos acima, quando astréonomos observam um corpo celeste se afas-
tando ou se aproximando da Terra, o comprimento de onda da luz que eles
recebem é deslocado para cima ou para baixo daquilo que seria esperado caso
a fonte estivesse parada. Se a fonte de luz estd se afastando do observador
(v > 0), entdo A > Ag, em que A é o comprimento da onda observada e Ay é
o comprimento da onda emitida. Esse desvio para um comprimento de onda
maior é chamado de redshift. Similarmente, se a fonte estd se aproximando
do observador (v, < 0), entdo A < Ag, ou seja, hd um deslocamento para um
comprimento de onda menor, um blueshift.

A maioria dos objetos no universo além da Via Léctea estao se afastando de
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nés', entdo redshifts sdo mais comuns de serem observados do que blueshifts.
Utilizamos o parametro z, conhecido como redshift?, para quantificar o Efeito
Doppler da luz. Ele é definido por:

A= _ A
X N

O redshift também pode ser escrito como fungao da frequéncia, ja que ¢ =
Af. Temos:

z =

c c 1 1 fo—1f

A=Xo _f fo _f fo_ f-fo _Jo—Ff o= Z:fo—f

T & T 1 T
fo fo fo

Agora, desprezando efeitos relativisticos, vamos encontrar uma relacao entre
o redshift z e a velocidade radial v, de uma fonte. No tempo ¢ = 0, a fonte
emite o seu primeiro pulso de luz. Apds um intervalo de tempo At, ela emite o
segundo sinal. A imagem abaixo ilustra essa situagao.

Fonte
Direg&o do observador
—_—
= Ato
’UT-At(_) CAtg

Figura 3.8: Redshift

A distancia entre os sinais é (c+wv,)At. Como eles se movimentam na veloci-
dade da luz, o intervalo de tempo At entre o recebimento deles pelo observador
pode ser escrito como:

11sso é consequéncia direta da Lei de Hubble, que ser4 estudada no apéndice de cosmologia.
2E uma escolha bem infeliz de nome, ja que z pode estar representando tanto um redshift
quanto um blueshift da luz, porém essa é a notagao padrao.
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(c + v.) Aty
c

At =

Comparando essa situagao com uma onda, a frequéncia f da luz recebida se
relaciona com a frequéncia fy da luz emitida por:

1 1
f_E fo_fm
Assim:
fo
f:
14+

T )\ T
)\:(1+U—))\0:>——1:U—
C )\0 C
- A - .
Por definicao, S v 1, entao podemos chegar na relacao final:
0 0

A=Xo AN,

)\0 _TO_C

z =

Essa relacao é muito ttil pois ela nos permite calcular a velocidade de afasta-
mento ou aproximagao de objetos astrondmicos apenas observando seu espectro.
Isso é feito identificando o deslocamento de linhas de absorcao conhecidas (por
um AM). Com isso, conhecendo o comprimento de onda de repouso (Ag) dessas
linhas (pode ser medido em laboratérios), é possivel calcular o redshift z e,
consequentemente, a velocidade radial v,..

Por exemplo, na imagem abaixo, o espectro superior é de algumas linhas
de absorgao medidas em laboratério (a posigao de uma linha seria o Ag) e o
espectro inferior foi obtido a partir de observagoes de uma estrela (a posi¢ao da
linha nos fornece \). E possivel notar que as linhas de absorcao se deslocaram
para a direita em relagao ao espectro do laboratério, o que indica um redshift,
portanto essa estrela estd se afastando do observador.
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Figura 3.9: Linhas de absorcao deslocadas

Em termos praticos, analisar o espectro dessa maneira nao é tao eficiente
pois ele nao apresenta dados quantitativos sobre a frequéncia nem sobre a in-
tensidade das linhas espectrais, sendo mais proveitoso um gréafico convencional,
como o da figura 3.6.

3.2.3 Redshift Relativistico

A dedugao que encontramos na ultima subsegao s6 é valida para velocida-
des muito menores que a da luz (v, < ¢), em que podemos desprezar efeitos
relativisticos. Agora, vamos deduzir a expressao geral utilizando alguns efeitos
da relatividade restrita®. Temos a seguinte situacio:

3Caso vocé ainda ndo tenha estudado isso, pode pular essa deducdo. Somente as fases
finais das seletivas de astronomia costumam cobrar fundamentos da relatividade.
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t=0 _Yr, c

Fonte

Direc&o do observador
————

t = At

Uy Fonte C

v, At eAY
Figura 3.10: Redshift relativistico - referencial do observador

Agora, a grande diferenga é que o intervalo de tempo entre a emissao de dois
sinais consecutivos depende do referencial analisado. No referencial da fonte,

1
ele é Aty = f—, onde fj é a frequéncia da luz emitida. Entretanto, no referencial
0

do observador, esse intervalo é At’ > Atg. Pela dilatacao do tempo:

Aty

V1—02/c?
Agora, queremos encontrar o intervalo de tempo At entre os recebimentos

dos sinais pelo observador. Como a distancia entre os sinais é (¢ + v, )At’ e eles
possuem velocidade da luz, temos:

At =

T At/ r
Ar— (et o)Al (1+2) ar
c c
1
A frequéncia da luz observada é f = —. Agora, basta juntarmos todas as

expressoes. Reescrevendo a equagdo do At em termos da frequéncia:

cy/1—0v?/c?

=/l Py
Manipulando essa expressao, podemos obter:
B c— vy
f=1o c+ v,
Como A = ¢ e A = i, podemos escrever essa relagao em termos do

fo

comprimento de onda:
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A= X C+UTZ>A= et
c— v, Ao c— v,
A A
Jéquez:)\—oz)\—o—l

2:1/C+UT71
c—r

Perceba que célculo do redshift considerando efeitos relativisticos sempre re-
sulta no resultado exato, enquanto a equagao nao-relativistica fornece um valor
aproximado. Em olimpiadas de astronomia, é comum convencionar que, para
z < 0,1, é aceitdvel desprezar efeitos relativisticos e, consequentemente, utilizar
a forma aproximada do redshift.

Entdo, pela praticidade, é recomendado utilizar z = = quando 2z < 0,1 e
z = % — 1 quando z > 0,1, a nao ser que o enunciado seja mais especifico.
-

Por fim, perceba que é simples encontrar a velocidade ou o redshift a partir
do outro no caso nao relativistico, uma vez que z = or é uma expressao bem
reduzida. Entretanto, a equagao relativistica que mostcramos acima é conveni-
ente de ser utilizada para encontrar z a partir de v,., porém nao é exatamente
claro como ficaria o processo inverso. Assim, vamos deduzir uma equagao que
nos dé v, para um z conhecido no caso relativistico:

C+’U7~_1<:>(Z+1)2:xzc+vr
c— vy c— vy

z =

. 9N . .y 2 .
Onde definimos, por conveniéncia, a varidvel x = (z +1)". Assim:

rx—1
z+1

c+v=z(c—v)=>v.=c¢

Portanto:
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3.3 Luminosidade e Fluxo

Quando uma estrela brilha, ela esta emitindo energia em forma de luz, esta
que chega até ndés. Podemos fazer medicoes e quantificar o quanto de energia
estamos recebendo de tal estrela para determinar diversas informacoes muito
relevantes, como sua distancia, temperatura, raio, composi¢cao quimica, etc.

Para estudarmos melhor como podemos descobrir informacoes a partir da
luz, precisamos estudar alguns processos associados a radiacao emitida por um
corpo (no nosso estudo, principalmente as estrelas).

3.3.1 Luminosidade

Definimos como Luminosidade L a energia total que a estrela emite por
segundo, ou seja, sua poténcia. Ela é medida em Watts [W] (ou, equivalen-
temente, J/s) no Sistema Internacional de Unidades. Perceba que essa é uma
grandeza intrinseca da estrela, ou seja, independe das condigoes de observagao
(como a distancia até o astro).

Figura 3.11: Arte de uma estrela emitindo energia na forma de luz em todas as
diregbes. A quantidade de energia emitida por segundo é a luminosidade.

3.3.2 Fluxo

Enquanto a luminosidade é uma grandeza intrinseca de uma estrela, o fluxo
é uma grandeza relacionada ao brilho de um astro, ou seja, depende das
condigoes de observagao, com a distancia do observador ao corpo emissor. As-
sim, definimos o fluxo de um astro como a energia que estamos recebendo dele
por unidade de tempo e area. Por exemplo, considere um farol emitindo luz
numa praia. Caso um detector circular de 30cm de didmetro mostrasse uma
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poténcia de 4W devido ao farol, poderiamos concluir que o fluxo do farol na
posicao do detector é:

energia 4 9
F= = ~
drea m-0,152 56,6 W/m

Nesse caso, os 4W de poténcia nao devem ser confundidos com a poténcia
“total”* do farol - somente uma fracio dela chega no detector, afinal, é intuitivo
pensar que quanto mais longe estivermos de uma fonte de luz, menor serd o
seu brilho e, consequentemente, o seu fluxo observado. Agora, vamos analisar
qualitativamente essa dependéncia do fluxo com a distancia.

Figura 3.12: Vela emitindo radiagao em todas as diregoes

A imagem acima ilustra uma vela emitindo radiagdo em todas as diregoes.
Tendo em vista que sua luminosidade é constante, podemos analisar uma porgao
da luz que ocupa uma area A a uma distancia r do centro. A energia contida
nessa porgao é constante, ou seja, independentemente da distancia que vocé
colocar um detector que cubra toda sua area, a energia recebida sera a mesma.
Assim, vamos analisar o que ocorre quando essa mesma porcao dista 2r do cen-
tro: como a nova area ocupada pela porcao depende do quadrado da distancia
ao centro®, esta que dobrou, ela vale 44. Assim, vamos comparar os fluxos F,

4No caso de uma estrela, essa poténcia total é a prépria luminosidade.
5Lembrando que a dimensdo da drea é L? (comprimento ao quadrado), i.e. comprimento
ao quadrado, assim como foi visto no capitulo 1.
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a uma distancia r, e F’, a uma distancia 2r, tendo em vista que a energia E
que passa por cada porgao é a mesma:

FE
F=—
A
Por outro lado:
E
F ==
4A

Ou seja, o ato de dobrar a distancia faz com que o fluxo ficasse com um
quarto de seu valor original. O que acabamos de provar aqui foi a lei de qua-

drado da distancia, que diz que F' « PR

Podemos entao chegar na equagao fundamental desse topico:

_ L
T Awd?

Onde F é o fluxo medido, L a luminosidade da estrela e d é a distancia até
a estrela. O fator de 47 surgiu pois a area de uma esfera que contém toda a
energia emitida por uma estrela a uma distancia d é 47d?, ou seja, o que esta-
mos fazendo é dividindo a poténcia total pela drea em que a energia da estrela
se espalhou.

Por exemplo, o Sol tem luminosidade Lo = 3,83 x 102V e estd a uma
distancia d = 1,496 x 10" m da Terra, entdo o seu fluxo medido aqui é:

Lo _ 383x10%W

F = =
O 4nd® " 4w - (1,496 x 1011 m)

- 2
5 ~ 1362 W/m

Como as outras estrelas estao extremamente mais distantes, é de se esperar
que o fluxo seja muito menor para elas, o que realmente ocorre.
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3.4 Corpo Negro

Ao incidirmos luz sobre algum objeto, como um copo de vidro, parte da
luz sera absorvida, esquentando o copo, parte da luz serd refratada, seguindo
seu rumo em alguma direcao, e outra parte serd refletida, também seguindo seu
caminho em alguma outra diregao.

N\

Reflexdo Absorgao Transmissao

Figura 3.13: Diferentes comportamentos da luz ao incidir num corpo.

Cada tipo de objeto reflete, absorve e refrata de forma diferente (basta no-
tar, por exemplo, que uma camisa preta absorve luz muito bem, ao passo que
um espelho reflete a maioria da luz incidida).

Nesse contexto, um Corpo Negro é aquele que absorve toda a radiagao
incidente sobre ele (ou seja, ele ndo reflete nem refrata a luz). Como é de
se esperar, esses corpos sao idealizados, ou seja, nao existem no mundo real.
Ainda, eles possuem duas caracteristicas extremamente importantes:

e Corpos negros também emitem radiagao, que é conhecida como radiacao
de corpo negro.

e A maneira como um corpo negro emite radiagdo pode ser descrita com-
pletamente a partir de sua temperatura e area.

A figura abaixo mostra a distribuicdo de radiagdo de um corpo negro como
funcéo de sua temperatura e do comprimento de onda da luz observada.
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Figura 3.14: Radiancia espectral em funcao do comprimento de onda para
corpos negros com temperaturas diferentes.

Perceba que a quantidade de radiagao emitida por um corpo negro para
intervalos de comprimento de onda idénticos® depende de onde o comprimento
de onda central estd. Por exemplo, vemos que a radiancia espectral é maior
préxima de A = 600 nm quando comparada aos arredores de A = 2000 nm.
Ainda, independentemente de onde estiver o A\ central, corpos negros com maior
temperatura sempre terao uma maior radiancia espectral.

3.4.1 Radiancia Espectral

Até agora, estavamos utilizando o termo “radiacdo” de uma forma um pouco
arbitraria para representar o eixo y do grafico da figura 3.14. Na realidade, o
termo correto seria “radiancia espectral”, que pode ser tanto uma radidncia
espectral de frequéncia (B,) quanto uma radidncia espectral de comprimento
de onda (B)), este que foi representado no grafico. Assim como o fluxo repre-
senta a energia emitida por unidade de tempo e érea, a radiancia espectral (de
comprimento de onda) é a energia emitida por unidade de tempo, drea, dngulo
sélido e comprimento de onda (ou frequéncia, no caso da radiancia espectral de

6Claro, ndo é possivel fazer um detector absorver fétons de somente um comprimento de
onda especifico, sempre existe um intervalo.
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frequéncia). Assim, suas unidades sao:

[By] = Wm~2m~'sterad
[B,] = Wm2Hz 'sterad ™"

A principio, essa grandeza pode parecer bastante arbitraria, porém ela é
extremamente relevante por aparecer na Lei de Planck, esta que descreve todas
as curvas representadas no gréfico da figura 3.14. A expressao completa dessa lei
nao é relevante para os fins deste livro, entretanto, uma de suas caracteristicas
mais relevantes é que ela s6 depende da temperatura. Isso significa que
basta conhecer a temperatura de um negro para determinar como é a sua curva
de radiancia espectral.

3.4.2 Importancia dos Corpos Negros

Como é de se esperar, nao existem corpos negros no mundo real. Entretanto,
as estrelas chegam bem perto desse comportamento e, portanto, podemos apli-
car as propriedades de corpos negros nelas!

Figura 3.15: Estrutura do Sol: 1 - Ntcleo; 2 - Zona Radiativa; 3 - Zona Con-
vectiva; 4 - Fotosfera (de onde é radiada a maior parte da luz); 5 - Cromosfera;
6 - Corona; 7 - Manchas Solares; 8 - Granulo; 9 - Proeminéncia.
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Figura 3.16: Fotosfera Solar (e algumas manchas solares).

3.4.3 Lei de Wien

Observe no grafico 3.14 os picos de radiancia espectral para cada tempe-
ratura. Pode-se perceber que o comprimento de onda J\,,,, associado
a maxima radiancia espectral diminui conforme a temperatura do
corpo negro aumenta, assim como pode ser observado na figura 3.17. Ainda,
dada uma certa temperatura T° de um corpo negro, é possivel encontrar o Ap,qz
(e vice-versa) a partir da Lei de Wien:

AmazT = b

Onde b é conhecido como a Constante de Wien, cujo valor é em torno de
b =2898-10"2 m - K. Perceba que Apas € T sdo grandezas inversamente
proporcionais, ou seja, caso uma aumente, a outra diminui.

Diminuicdo do
A, conformea
temperatura

aumenta

Radiancia espectral

500 1000 1500 2000 nm
Comprimento de onda (nm)

Figura 3.17: Diminui¢do do A,,q; conforme T aumenta



194 CAPITULO 3. FOTOMETRIA

Temperatura Efetiva

A temperatura efetiva de um corpo qualquer, como uma estrela ou um pla-
neta, é temperatura que um corpo negro teria para emitir a mesma quantidade
de radiacao que esse corpo. Por exemplo, a temperatura efetiva de uma estrela
como o Sol (raio 1R e luminosidade 1Lg) é aquela que um corpo negro ideal
de mesmo raio e luminosidade que o Sol teria. Desse modo, podemos aplicar
a lei de Wien, que sé vale para corpos negros, para encontrar a temperatura
efetiva de uma estrela qualquer. Vamos analisar o caso do Sol:

25 T T T

—_
w
— T

SSI [W.m2.nm™"

|
I
I
I
|
|
|
I
!
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2000
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| I
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Figura 3.18: Espectro do Sol, curva de corpo negro e A\jpaz

Primeiramente, perceba que o grafico nao apresenta aquela curva continua
e harmonica que vimos nos espectros dos corpos negros. Isso tem a ver a pre-
senca de linhas de absorcao do Sol. Entretanto, é possivel observar que a curva
assemelha-se muito & curva de um corpo negro ideal, representada pela linha
vermelha na imagem.

Ainda, fica evidente que o pico da intensidade ocorre para A, ~ 500 nm.
Desse modo, podemos utilizar a Lei de Wien para encontrar a temperatura
efetiva do Sol:

b 2,808 - 103
T.; = = o o5 <5800 K

>\maz
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3.4.4 Lei de Stefan-Boltzmann

Visto que é possivel determinar diversas propriedades importantes de corpos
negros a partir da Lei de Planck (como a temperatura a partir da Lei de Wien),
é esperado que também seja possivel encontrar a sua luminosidade L - e é
exatamente isso que faz a Lei de Stefan-Boltzmann:

Onde L é a luminosidade, que mede a poténcia total de um corpo negro,
logo [L] = J/s = W. J4 a letra grega o = 5,67-10~8 Wm 2K~* ¢ a constante
de Stefan-Boltzmann”. Por fim, A é a 4rea superficial do corpo negro. Perceba
que, para uma corpo negro esférico de raio R, temos que A = 47R2, ou seja,

para esses Corpos:
L = A7 R%*cT*

Vale ressaltar que, de acordo com a definicao de temperatura efetiva, a
temperatura utilizada na lei de Stefan-Boltzmann para corpos quaisquer (e.g.
estrelas, planetas, etc) é a prépria temperatura efetiva.

Exemplo 1

Calcule a luminosidade do Sol, sabendo que seu raio é Rs = 6,96 - 10° m e
que ele possui um pico de emissao em 500 nm.

Solucgao
Primeiramente, podemos utilizar a lei de Wien para encontrar a temperatura
efetiva do Sol:
b 2,898 1073
Amaz 5001079

Assim, podemos utilizar a lei de Stefan-Boltzmann para calcular a lumino-
sidade Lg:

T, = K = 5796 K

Lo =4nR%oTs = 3,90 - 10*°W

Vale ressaltar que o valor tabelado da luminosidade do Sol é 3,83 - 10%W/,
entao o nosso resultado estd suficientemente préximo (ndo é exato pois o Sol
nao é um corpo negro ideal).

7Cuidado para ndo confundi-la com a constante de Boltzmann, esta que costuma ser
representada pela letra kp.
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3.5 Albedo

Vamos agora unir o que vimos nas duas ultimas secoes para estudar o com-
portamento da reflexdao da luz para corpos“nao-negros”, também conhecidos
como corpos cinzas. De modo geral, existem 3 possiveis destinos para qualquer
radiacao incidente em um corpo - ela pode ser absorvida, refletida ou transmi-
tida. J& vimos que corpos negros absorvem toda essa radiagdo, sem refletir ou
transmitir nenhuma parte dela. Por outro lado, os corpos cinzas sao aqueles
que absorvem e refletem radiacao, sem transmiti-la. O albedo o é uma medida
de quantificar a “refletividade” desses corpos, assim:

Onde P; ([P;] = W) é a poténcia incidente, P, ([P,] = W) é a poténcia
refletida e a é uma grandeza adimensional chamada de albedo. Perceba que
um corpo negro nao reflete radiagdo, logo a = 0. Por outro lado, um corpo
perfeitamente refletor possui @ = 1. Agora, vamos ver um exemplo cldssico que
aborda tais conceitos:

Exemplo 2

Considere a Terra como um corpo cinza de albedo a. Sendo P; a poténcia
incidente em sua superficie devido ao Sol, calcule:

a) A poténcia Pys absorvida pela Terra;

b) P; em fun¢do do raio R da Terra, da luminosidade L do Sol e da distancia
d do Sol a Terra.

Solugao
a) Como ja vimos, a poténcia P; serd divida em duas parcelas, uma refletida e
outra absorvida. Como a poténcia refletida é, por defini¢ao, P, = aP;, podemos
escrever:

H:Pr+Pabs:>Pabs:Pi_(api):(]-_a)-Pi

b) J& aprendemos que o fluxo do Sol a uma distancia d de seu centro é:

_ L
T 4nd?

Sabemos que o fluxo é a poténcia por area, logo a poténcia P; incidente na
Terra é:

PZIFAt
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Onde A; é a drea transversal da Terra. Precisamos levar em conta somente a
area transversal pois a componente longitudinal nao absorve nenhuma radiacao.
Claro, caso a Terra fosse plana e alinhada com a luz solar, nenhuma radiagao
seria absorvida (A; desprezivel). No caso da nossa Terra esférica, a projecao
transversal de sua semiesfera é um disco de 4rea A, = TR?, logo:

TR?
47d?

A imagem 3.19 pode ajudar no compreendimento disso. Vale notar que o

P=

termo P é o préprio angulo sélido da Terra quando vista do Sol®.
™

4 \\ esfera com toda a - \ ‘\ \ \ \
4 . radiagdo emitida pelo Sol __Sun & \ |

B o

Earth

secq¢do transversal »

da Terra

®

Figura 3.19: Area transversal

Agora, iremos estudar dois tipos de problemas muito recorrentes em questoes
de astronomia que envolvem os conceitos de fluxo, luminosidade e albedo.

3.5.1 Temperatura de um Planeta

Ainda no contexto do exemplo 2, podemos analisar o que acontece com
a radiacao absorvida pela Terra. Pode-se perceber que uma porgao dela seria
utilizada para aumentar a temperatura terrestre. Por outro lado, a radiagao res-
tante seria irradiada de maneira semelhante a radiagao de corpo negro. Quando
tratamos de corpos cinzas, € usual escrevermos a lei de Stefan-Boltzmann como:

L =cAocT?

Onde € é a emissividade do corpo, e varia de 0 até 1. Um ponto importante
que havia sido ignorado até agora é que o albedo e a emissividade de um corpo
dependem do comprimento de onda da luz envolvida. Entretanto, é muito usual

8Veja o apéndice de angulo sélido.
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nao levarmos tais dependéncias em conta. Além disso, também é costumeiro
considerar € = 1, a nao ser que ele seja dado®.

Agora, perceba que estamos procurando a temperatura de equilibrio (cons-
tante) do planeta. Isso significa que a parcela da energia que seria direcionada
para aquecer o planeta é nula - toda a radiacao absorvida ¢ irradiada na forma
da lei de Stefan-Boltzmann. Assim, para um planeta em equilibrio térmico:

Pabs = I'rad

Podemos dividir a situagao de calcular a temperatura de um planeta de
albedo o em dois casos: quando ele estd girando rapidamente e lentamente.
Vamos analisar cada um deles.

Planeta em rotacao rapida:

Neste caso, consideramos que toda a superficie do planeta estd exposta a
luz da estrela e, portanto, emite radiacao na forma da lei de Stefan-Boltzmann.
Isso equivale a dizer que Prqq = 4mR?>0T*. Vimos no exemplo 2 a expressao de
P,ps, logo podemos fazer:

TR?

_ 2 4
47rd2L = 4w R°0T

Pabs: rad@(l_a)

Reescrevendo:

R A
~\1670d?

Planeta em rotacao lenta:

Nesta situacao, pode-se perceber que somente um dos hemisférios do planeta
- aquele exposto a luz - ird radiar energia na forma da Lei de Stefan-Boltzmann,
uma vez que o outro estard essencialmente muito frio. Desse modo, P.qq =
2 R%26T*%, assim:

TR?

_ 2 4

Pabs: rad@(lfa)

Ou seja:

()"

8mod?

9 Alguns autores chegam a utilizar que € = 1 — a por causa das leis de Kirchhoff, porém os
livros mais conhecidos de astronomia costumam considerar € = 1.
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3.5.2 Brilho da Lua

Como ja sabemos, a Lua é uma fonte de luz secundaria, ou seja, ela nao
produz luz prépria. Seu brilho é consequéncia da luz solar que incide em sua
superficie e é refletida (aqui entra o conceito de albedo), eventualmente che-
gando na Terra. Assim, fica a pergunta: qual o fluxo da Lua na Terra? Por
simplicidade, iremos analisar a situagao de Lua Cheia.

Primeiramente, vamos o analisar o caminho percorrido pela luz. Apds ser
emitida, ela distribui-se isotropicamente ao redor do Sol, eventualmente che-
gando na Lua. No caso da temperatura do planeta, estivamos interessados na
radiacdo que era absorvida. J4 neste caso, o foco é na radiacdo refletida na
superficie da Lua. Assim, os raios de luz incidentes na superficie lunar irao ser
refletidos, distribuindo-se de maneira aproximadamente isotrépica ao redor da
Lua até chegarem na Terra. As figuras 3.20 e 3.21 ilustram esse processo.

Figura 3.20: Raios de luz sendo refletidos na superficie da Lua

—

N /
-

/
/
\

\

N

Figura 3.21: Radiagao refletida na Lua chegando na Terra (fora de escala)
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Vale ressaltar que, na figura 3.21, existe uma regiao na qual nenhum raio
de luz refletido chega, que possui uma area préxima a area transversal da Lua
(rR2). Entretanto, como a distancia Terra-Lua dr_j é muito maior que o
raio da Lua, tal porcdo pode ser desprezada. Ainda, vale lembrar que, por
simplicidade, estamos aproximando que a radiacao refletida distribui-se isotro-
picamente ao redor da Lua.

Agora, vamos analisar isso quantitativamente. A poténcia P; dos raios so-
lares na superficie da Lua é, como ja vimos no exemplo 2:
p_ WR% I
" 4nd? ©
O-L
Lembre-se que a distancia dg_ entre o Sol e a Lua na situagdo de Lua
Cheia é aproximadamente dg_1 = do_7+dr_1, ja que a Terra fica entre o Sol
e a Lua nesta configuracao. Vale ressaltar que é comum desprezar a distancia
Terra-Lua em comparacao a Sol-Terra, principalmente caso a primeira nao seja
dada, porém iremos realizar a andlise completa.

Devido ao albedo a da Lua, a poténcia refletida P, é:
Ry \?
PT:ozPL-:a(2d®L) Lo

Esta poténcia refletida distribui-se de maneira aproximadamente isotrépica
até chegar a Terra, de modo que o fluxo observado por nds, F s, seja:

P,
Fo s — 7T _ 9
7 dnds_,
Juntando tudo:
R2
Fops = a—LL@
16md3._ d%
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3.6 Magnitudes

Olhando para o céu noturno, podemos observar que as estrelas e os planetas
possuem brilhos bastante variados. Com o intuito de distinguir o brilho das es-
trelas de maneira menos subjetiva, Hiparco de Niceia resolveu classificar essas
estrelas em 6 diferentes grupos, nos quais as mais brilhantes eram chamadas
de “estrelas de primeira magnitude”e as menos brilhantes de “estrelas de sexta
magnitude”.

Na modernidade, foi descoberto que a sensibilidade do olho (em geral, os sen-
tidos humanos funcionam assim) funciona de forma logarftmica!'®. Um exemplo
disso: em uma sala com inicialmente uma lampada acessa, acender mais uma
lampada resultaria em uma mudanca bastante significativa no brilho do comodo.
Entretanto, caso a sala tivesse 20 lampadas inicialmente, acender somente uma
lampada nao resultaria na mesma variacao de antes - seria necessario acender 20.

Como Hiparco classificou o brilho das estrelas a olho nu, tratamos a escala
de magnitudes como uma escala logaritmica. Assim:

m=klogF +c

Onde F' é o fluxo do astro e k e ¢ sao constantes relacionadas a calibragao
(referéncia) utilizada. O astronomo Norman Pogson reparou que a classificagao
de Hiparco era tal que estrelas de primeira magnitude (m; = 1) eram 100 ve-
zes mais brilhantes (fluxo 100 vezes maior) que as estrelas de sexta magnitude
(mg2 = 6). Desse modo, podemos determinar a calibragio da escala de Hiparco:

Para a estrela de magnitude m; = 1 e fluxo Fj:

mp=1=klogF; +c¢

Por outro lado, para me = 6 e fluxo F5 = 0,01F; (100 vezes menos bri-
lhante):

me =6 = klog0,01F; + ¢

Subtraindo essas equacoes, temos:

1
me —mq = klog0,01F} — klog F1 = 5 = klog (100)

Como o logaritmo vale —2, temos que k = —2,5. Desse modo:

10A presenca de padrdes exponenciais e logaritmos é muito presente na natureza. De fato,
fosse perguntado ao leitor para completar o 3° termo da sequéncia 1, 3, ... , provavelmente
a resposta obtida seria “5”. Entretanto, alguns testes feitos em criangas sugerem que elas
pensam primariamente no “9”como préximo termo da sequéncia, i.e, pensando de forma
logarftmica/exponencial, e ndo linear!
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m = —25log F +c

O sinal negativo de k indica que quanto maior o fluxo, menor a magnitude!

Enquanto a constante k é intrinseca ao conceito de magnitude originalmente
proposto por Hiparco (que é utilizado até hoje), a constante ¢ depende da
calibracdo do problema! Isso quer dizer que ela nio possui um valor fixo'!,
0 que pode parecer um empecilho, entretanto, nés somente nos interessamos
pela diferenca da magnitudes de dois astros, em que uma delas geralmente é
dada pelo enunciado (como a magnitude do Sol). Desse modo, temos:

my; —mg = (—2,5log F} +¢) — (—2,5log F5 + ¢)

Ou seja, podemos encontrar a Equagao de Pogson, que é utilizada para
comparar as magnitudes e os fluxos de dois astros:

m1 —meo = —2,5log Fl
2

Vale ressaltar que, assim como o fluxo, a magnitude que estamos traba-
lhando até agora varia com a distancia até o astro (quanto maior a distancia,
maior a magnitude) e, portanto, recebe o nome de magnitude aparente.

Exemplo 3

Quantas vezes mais brilhante a estrela Vega é em relagao a uma estrela de
magnitude aparente +47 Considere que todas as observagoes foram feitas da
Terra.

Solucao
Como ja vimos, Vega é uma estrela particularmente especial por possuir

uma magnitude bem préxima de 0. Considerando que o indice 1 representa
Vega e que o indice 2 representa a estrela de magnitude +4, temos, por Pogson:

_ Fy _ il
mp —mg = 72,510gg = (0) — (4) = —2,51og 7

Reescrevendo:
P 4 Fy 16
log —=—=16= — =10"" =398
F 25 2
Ou seja, Vega é cerca de 39,8 mais brilhante que uma estrela de magnitude
aparente +4. Note que esperavamos um resultado maior que 1, visto que a
magnitude de Vega era menor que a magnitude do outro astro.

1E relativamente comum convencionar que a magnitude de Vega é 0, o que resultaria em
¢~ —18,85. Entretanto, o enunciado ird informar se é necessério utilizar isso (p.ex., dando o
fluxo de Vega).
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Exemplo 4

Determine o fluxo de Sirius na Terra sabendo que sua magnitude aparente
é m = —1,46 e sua distancia até o sistema solar é 2,64 pc. E dado que o fluxo
do Sol na Terra é cerca de 1372 W/m? e que a magnitude do Sol é —26,7.

Solugao

Pela equagao de Pogson:
Fsirius
Msirius — Mo = —1,46 - (—26,7) = —2,5 log R
Fo
= E‘?irius = 8702 . 10711 F@

Apesar de Sirius ser a estrela mais brilhante do céu noturno, seu fluxo é
muito pequeno quando comparado ao do Sol. Isso ocorre pois a sua distancia
até nos é muito maior que a distancia Terra-Sol.

3.6.1 Magnitude Absoluta

A magnitude absoluta é definida como a magnitude aparente de um astro
quando observado a uma distancia de d = 10 pc. Diferentemente da magnitude
aparente, que depende da posicao do observador, a magnitude absoluta é uma
grandeza intrinseca ao astro.

Agora, vamos adaptar a equacao de Pogson para relacionarmos magnitu-
des absolutas ao invés de aparentes. Perceba primeiro que, como visto an-
teriormente, o fluxo se relaciona com a luminosidade e a distancia ao astro

L
e Entretanto, estamos comparando as magnitu-
7r
des aparentes de dois astros em que ambos distam 10pc do observador, ou seja,
di; = dy = 10 pc. Assim, pela equagdo de Pogson:

através da equacao F' =

L1 47Td%
47Td% LQ
Como d; = dy = 10 pc para a magnitude absoluta, temos:

Fy
mi; —meg = —2,5logF = —2,5log
2

L
My — My = —2,5log =
Lo

Onde M; e M5 sao as magnitudes absolutas dos astros, enquanto L1 e Lo
sao as suas luminosidades.

Existem duas ideias importantes relacionadas as magnitudes aparente e ab-
soluta que devem ser lembradas em problemas que envolvam esses conceitos:
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e Caso a magnitude aparente de um astro seja dada, é possivel achar seu
fluxo

e Caso a magnitude absoluta de um astro seja dada, é possivel achar sua
luminosidade

Na hora de utilizar essas equivaléncias, o essencial é determinar qual a ou-
tra magnitude com a qual vocé ird comparar na equagdo de Pogson (p.ex., a
magnitude do Sol).

Exemplo 5

Sabendo que a magnitude absoluta de uma estrela A é 5 mag maior que a
magnitude absoluta de uma estrela B, calcule a razao entre as luminosidade de
BedeA.

Solugao

Pela equagao de Pogson para magnitudes absolutas:

L
Mjy— Mg =—25log =2 =5
La
Logo, reescrevendo:
La 5 La 9
log—=—-——=-2=—=10
BT 25 Lg

L
Ou seja, =5 — 100.
La

3.6.2 Medindo Distancias

Reflita um pouco sobre a questao: “Dada as magnitudes aparentes e ab-
solutas de um astro, é possivel encontrar sua distancia até o observador?”. A
resposta é sim! Lembre-se que a magnitude aparente nos da o fluxo e a absoluta

nos da a luminosidade. Assim, como F' = é possivel achar d.

4md?’

Vamos utilizar a equacao de Pogson para comparar as magnitudes aparente
(astro de luminosidade L que dista d do observador) e absoluta (astro de lumi-
nosidade L que dista 10 pc do observador):

Fa arente L 47T<1O pC)2
m—M = —-25lo p) = —-25lo ( .
& ( Fabsoluta s 47T[d(pc)]2 L

Que pode ser reescrita como:
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1 2
m— M = —25log (d(poc)) = —5(log 10 — log d(pc))

Como log 10 = 1, podemos chegar no resultado final:

’m—M=5logd(pc)—5‘

Vale ressaltar que a diferenca m—M é conhecida como mdédulo de distancia.
Ainda, cuidado para nao esquecer que a unidade da distancia nessa férmula deve
ser parsec!

Exemplo 6

Sabendo que uma estrela possui magnitude absoluta M = 4,83 e magnitude
aparente —26,74, calcule sua distancia até nés, em U A, e identifique que estrela
é essa.

Solugao

Pelo médulo de distancia:

m — M =5logd(pc) — 5 = (—26,74) — (4,83)

Reescrevendo:

—26,74 —4,83+5
logd(pc) = ’ : SO0 —5,308 = d(pc) = 10738 =4.92.107° pc

Entretanto, sabemos que 1pc ~ 206265U A, logo:

206265U A
Lpe
Ora, existe somente uma estrela que dista cerca de uma unidade astronémica

da Terra - o Sol! Note que sua magnitude aparente de —26,74 estd associada a

um brilho astronomicamente grande. Para comparacao, a magnitude aparente

de uma Lua Cheia é ~ —13 e a estrela mais brilhante do céu, Sirius, possui

magnitude aparente —1,46. Entretanto, a magnitude absoluta do Sol (4,83) é

relativamente alta (a de Sirius é 1,42), indicando que ele nao é especialmente

brilhante por possuir uma alta luminosidade, e sim por estar muito préximo da

Terra.

d=492-10" pe- ( ) =1,01UA
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3.6.3 Bandas

Quando medimos a energia provinda de uma estrela no mundo real, quase
nunca levamos em conta intervalos de comprimento de onda que cobrem grande
parte do espectro eletromagnético, e sim, apenas alguns pedacos bem definidos,
que sao chamados de bandas. As bandas mais comuns sao as do conjunto

UBV:
e Ultravioleta (U) - 370 &+ 33 nm
e Azul (B) - 435 £+ 45 nm
e Visivel (V) - 550 + 45 nm

100%: —

R

Transmittance
un
=
&
]

0%

300nm  400nm  500nm &S00 nm  FOOnm 800 nm 200 nm

Wavelength

Figura 3.22: Transmitancia (f6tons absorvidos/total de f6tons) da luz para cada
uma das principais bandas (R é a banda do vermelho).

Visto isso, quando estivermos falando da magnitude de uma estrela, a ri-
gor, a banda deveria ser citada. Entretanto, a omissdo dessa informacao nao
costuma influenciar a resolucio do problema'?. Além disso, é comum chamar
a magnitude aparente simplesmente de magnitude, entao tenha cuidado para

nao se confundir.

Tendo em vista que a magnitude de um corpo depende de qual banda (in-
tervalo de comprimentos de onda) estd sendo analisada, podemos introduzir o
conceito de magnitude bolométrica, que é definida como a magnitude de um
corpo levando em conta todo o espectro eletromagnético. Note que isso implica

12Na maioria dos casos, a magnitude tratada é a bolométrica, visto que a lei de Stefan-

Boltzmann integra todos os comprimentos de onda.
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que a magnitude bolométrica sempre serd menor que a magnitude em qualquer
outra banda.

Ainda, um outro conceito relevante relacionado & magnitude bolométrica é
a corregao bolométrica CB, que é:

’ |CB| = My — Mypol

Onde m,, é a magnitude na banda do visivel e my,; a magnitude bolométrica.
O modulo foi colocado pois a notagao utilizada para a corregao bolométrica nao
é muito consistente ao redor do mundo, sendo positiva ou negativa dependendo
do cientista.

3.7 Classificagcao Estelar

7

Classificagao estelar é uma classificagao de inimeras estrelas baseada em
suas caracteristicas espectrais. Ela permite descrever diversas caracteristicas
fisicas de uma estrela utilizando menos que 5 letras e nimeros. Por exemplo,
ao dizer que uma estrela é do tipo K5III, pode-se concluir que ela é uma estrela
relativamente fria e alaranjada, porém bastante grande e luminosa.

3.7.1 Classificagcao Espectral de Harvard

Desenvolvida no Observatério de Harvard em 1910, por Annie J. Cannon
e seus colaboradores, essa foi a primeira classificacao espectral de estrelas. Os
cientistas obtiveram o espectro de cada estrela analisando a intensidade rela-
tiva das linhas de absor¢ao de uma estrela, assim como foi estudado na secao
3.1. Essa intensidade estd associada & temperatura da estrela!®, logo essa é
uma classificagdo espectral de temperatura. Ainda, como uma consequéncia
da Lei de Wien, cada classe de temperatura terd uma cor tipica associada as
estrelas.

Na tabela abaixo estd a divisao das classes espectrais, seus intervalos de
temperatura, cor e alguns exemplos de estrelas:

13Como vimos na secdo 3.4, a distribuicdo de intensidade depende somente da temperatura
da estrela.
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’ Classe \ Temperatura \ Cor \ Exemplos ‘
@) > 33000K azul Mintaka
B 10000 — 33000K branco-azulado Rigel e Spica
A 7500 — 10000K branco Sirius e Deneb
F 6000 — 7500K | branco-amarelado | Procyon e Canopus
G 5200 — 6000K amarelo Sol e Capela
K 3700 — 5200K laranja Aldebara e Arcturus
M 2000 — 3700K vermelho Betelgeuse e Antares

Tabela 3.1: Classificacdo Espectral de Harvard

Um mnemonico para memorizar a ordem OBAFGKM ¢ a frase em inglés:
“Oh, Be A Fine Girl: Kiss Me”.

Com o tempo, houve a necessidade de se criar subclasses de temperatura,
dividindo cada classe em 10, numerando apds a letra correspondente com um
nimero de 0 a 9, sendo 0 a mais quente dentro da classe e 9 a mais fria. Por
exemplo, em ordem de decrescente de temperatura: B0, B1, B2, ..., B9, A0,
Al, A2, ... e assim por diante.

Além disso, foram adicionados posteriormente dois tipos espectrais: L e T
(na ordem decrescente de temperatura), correspondentes as classes das “estre-
las”anas marrons. Elas sao corpos celestes menos massivos que estrelas pe-
quenas, porém mais massivos que planetas gigantes. A rigor, elas ndo podem
ser classificadas como estrelas (pois nao tem massa suficiente para fundir hi-
drogénio) nem como planetas (pois fundem deutério). Possuem temperatura
da ordem de 1000K — 2000K e, portanto, emitem radiacao principalmente no
infravermelho.

3.7.2 Classificacao Espectral de Yerkes

Introduzido em 1943 por William Wilson Morgan, Phillip Childs Keenan
e Edith Kellman do Observatdrio Yerkes, a classificacao espectral de Yerkes é
uma classificagdo espectral de luminosidade (diferentemente daquela de Har-
vard) bastante 1til no estudo de evolugao estelar.

Na tabela abaixo esta a divisao das classes espectrais, suas descrigoes e
alguns exemplos de estrelas:
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’ Classe \ Descricao Exemplos

0 hipergigantes -
Ta supergigantes luminosas Rigel
Ib supergigantes Betelgeuse
I gigantes luminosas Antares
II1 gigantes Aldebara
v subgigantes Acrux
A% anas (sequéncia principal) Sol

VI (prefixo sd) sub-anas -

VII (prefixo D) anas brancas Sirius B

Tabela 3.2: Classificagao espectral de Yerkes

O objetivo dessa secao nao é aprofundar o estudo na drea de evolugao es-
telar, mas essas classes possuem uma profunda relagao com a fase evolutiva da
estrela. Por exemplo, todas as estrelas passam pela sequéncia principal (classe
V), que é o estégio evolutivo de maior duragdo na vida de uma estrela, sendo
caracterizado pela fase em que ha fusao de hidrogénio no nicleo das estrelas.
Uma estrela sai da sequéncia principal apés consumir todo o hidrogénio em seu
nicleo e a duragao dessa fase depende da massa estelar, sendo que ela dura
muito menos tempo para as estrelas massivas (milhoes de anos) do que estrelas
com pouca massa (até trilhdes de anos).

As classes 0, Ta, Ib, II, IIT ou IV sao estdgios evolutivos apés a sequéncia
principal nos quais as estrelas passam antes de chegarem em seus estagios finais,
sendo que a massa da estrela determina por quais dessas classes ela ira passar.
De forma bem resumida, apds isso, chega-se no estdgio final, em que estrelas
muito massivas se transformarao em buracos negros, estrelas de massa inter-
medidria se transformardo em estrelas de néutrons e estrelas de baixa massa,
como o Sol, se transformardo em anas brancas (classe VII ou D).

Agora que ja foram apresentadas as duas classificacoes espectrais, é impor-
tante saber que unimos ambas as classificacbes na hora de descrever o tipo
espectral de uma estrela. Com excecao das classes de luminosidade VI e VII, o
tipo espectral segue o modelo: XY, em que X é a classificagdo de temperatura
e Y é a classificacao de luminosidade. Por exemplo, a classificagao espectral
do Sol é G2V, indicando que sua classe de temperatura é G2 (temperatura na
faixa dos 5800K) e que sua classe de luminosidade é V| i.e. ele estd na SP.

Um exemplo da excecdo comentada é o tipo espectral de Sirius B, que é
DA2. O prefixo D surge pois sua classe de luminosidade é VII, enquanto o A2
estéd relacionado a sua classe de temperatura: A2. Nesse caso, perceba que a
classe de luminosidade veio antes da classe de temperatura, porém isso é uma
excecao para as classes de luminosidade VI e VII, assim como mostrado na
tabela 3.2 (tais classes possuem prefixos sd e D, respectivamente).
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3.7.3 O Diagrama HR

O Diagrama de Hertzsprung-Russell, conhecido como diagrama HR, foi pu-
blicado independentemente pelo dinamarqués Ejnar Hertzsprung (1873-1967),
em 1911, e pelo americano Henry Norris Russell (1877-1957), em 1913, como
uma relagao existente entre a luminosidade de uma estrela e sua temperatura
efetiva, assim como representado na imagem abaixo. Ainda, como a magnitude
absoluta depende apenas da luminosidade da estrela e a classe espectral depende
apenas da temperatura efetiva, o diagrama também pode ser apresentado como
um grafico de magnitude absoluta por classe espectral.
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Figura 3.23: Diagrama HR

Como o Diagrama HR relaciona a luminosidade e a temperatura das es-
trelas, uma lei extremamente importante para sua interpretagao é a Lei de
Stefan—Boltzmann:

L = 4roR?*T*

No diagrama, a luminosidade L e a temperatura T estao convenientemente
em escala logaritmical. Assim, extraindo o logaritmo de ambos:

14No caso da luminosidade, cada divisdo é 10 vezes maior que a anterior. Caso a escala
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log L = log(4na R*T*) = log(47c) + log(R?) + log(T?)

log L =log(4mwo) + 2log R+ 4logT
—— ——

Yy x
y = 4x + log(4no) + 2log R

Em que a substituicdo y = log L e x = log T foi feita para facilitar a visua-
lizacdo da relacdo linear existente entre log L e log T"°.

Cada valor do raio R estd associado a uma reta no diagrama HR com um
coeficiente linear diferente, ou seja, as retas serao todas paralelas, porém le-
vemente deslocadas. Isso pode ser observado na figura 3.23 para as retas de
0,001Rgs , 0,01Rg, 0,1Re, 1R e 10Rg.

Além dessa peculiaridade, também é interessante notar como as diferentes
classes de luminosidade estao distribuidas e posicionadas ao longo do diagrama
HR, mostrando como ele é importante para o estudo de evolugao estelar. Veja
a imagem abaixo:

1 0
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—
X + .
o 3.} o o

= 2

+
-
o

+
N
o

°.
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Classe Espectral

Figura 3.24: Diagrama HR

fosse linear, as divisdes estariam separadas por um valor constante (e.g. 1, 2, 3, 4).
15Vale lembrar que fungdes do tipo y = ax + b, onde a (coeficiente angular) e b (coeficiente
linear) s@o constantes, s@o lineares, ou seja, possuem o gréfico de uma reta.
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Na figura, pode-se notar que as estrelas da Sequéncia Principal (classe V de
luminosidade) estao distribuidas ao longo de uma faixa que cobre todas classes
espectrais de temperatura (exceto L e T) e uma grande extensdo do intervalo
de luminosidade. A maioria das estrelas se localizam na Sequéncia Principal,
afinal, essa a fase evolutiva de maior duracgao.

Por fim, uma importante relacio entre a massa e a luminosidade das estrelas
da SP (Sequéncia Principal) estabelece que quanto maior for a luminosidade de
uma estrela da SP, maior serd sua massa. Uma consequéncia disso é que ao
longo da faixa ocupada pela SP no diagrama HR, as estrelas no canto inferior
direito sao pouco massivas enquanto que as estrelas no canto superior esquerdo
sdo muito massivas. Observe na Figura 3.23 que hd uma indicacdo da massa
das estrelas em determinadas regides da sequéncia principal, indicando massas
maiores para regioes de maior luminosidade.

Empiricamente, pode-se verificar a seguinte relagao Massa-Luminosidade
para estrelas da Sequéncia Principal'®:

L o< M?5, se M < 0,5M
L o< M*, se 0,5Ms < M < 3Mg
L o< M3, se M > 3Mg

Utilizando essas relagoes, é possivel estimar o tempo de vida de uma estrela
na SP. Fazendo uma generalizacao das 3 relagoes anteriores, pode-se escrever:
Lo M*

em que o valor de o depende da massa da estrela.

Supondo que a luminosidade da estrela permaneca constante ao longo da
SP:

AFE
L= E = cte.

Podemos relacionar a energia emitida pela estrela com a variacao de sua
massa através da equivaléncia massa-energia £ = mc? (a famosa equacio de
Einstein):

AFE = Amc?
Portanto, substituindo na luminosidade:

Am -
L= ——
At

16Vale ressaltar que néo é necessirio memorizé-las.
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Vimos que uma estrela sai da SP apds consumir todo o seu hidrogénio (este
que estd no niicleo da estrela), que corresponde a uma certa fracao de sua massa.
No geral, essa fragdo é cerca de 10%, porém aqui serd considerado uma fracao
f qualquer, ou seja, Am = fM. Além disso, sendo ¢, o tempo de permanéncia
da estrela na SP, obtém-se:

_ fMc?

M
tsp 7 =L x —

sp

Por fim, usando a relagao massa-luminosidade generalizada L o M“, con-
clui-se que:

M
—O<Ma:>t5po<M1_o‘
tsp

Como a > 1, isso mostra que quanto maior for a massa da estrela, menor
serd o tempo que ela permanecerd na Sequéncia Principal!

3.8 Problemas

3.1. (Iniciante) Uma estrela se aproxima de nés com velocidade de v = 50,00 km/s.
Uma determinada linha espectral é observada com o comprimento de onda de

A = 537,00 nm. Levando em consideragao o efeito Doppler, qual é o compri-
mento de onda original desta linha?

a) 536,82 nm
b) 536,91 nm
) 537,09 nm
) 537,18 nm

c
d

3.2. (Iniciante) Uma estrela 2 possui metade do raio e o dobro da temperatura
de uma estrela 1. Encontre a razao entre as suas luminosidades.

3.3. (Iniciante) Em um sistema bindrio, uma das estrelas possui magnitude
mi1 = 7,0 e a outra possui mg = 8,0. Assim, encontre a magnitude combinada
desse sistema considerando que ele nao ¢é eclipsante.

3.4. (Intermediario) (Thiago Paulin) Considere que uma estrela de magnitude
my se dividiu em um aglomerado de N estrelas menores. Encontre a magnitude
m' desse aglomerado considerando que:

e A massa se conservou no processo de fragmentagao

e A densidade média e a temperatura efetiva da estrela original e das estrelas
menores Sao iguais
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e Nenhuma das estrelas menores obstrui a luz de suas companheiras

3.5. (Intermediario) Determine a distancia do Sistema Solar a Galadxia de
Andrémeda, em anos-luz. (luminosidade e magnitude aparente de andrémeda:
Lana = 2,6 - 10" Ley, manq = 3,44)

3.6. (Intermedidrio) Quais dos conjuntos de informagdes nos permitem calcular
a distancia até uma dada estrela? Justifique cada item.

a) Raio e diametro angular.

o

Luminosidade e magnitude aparente.

o

Fluxo e magnitude absoluta.

oL

@

Luminosidade e magnitude absoluta.

)

Classe espectral (OBAFG...), raio, fluxo.

)

)

)

) Fluxo e magnitude aparente

)

)

) Porcentagem de ferro no nicleo, magnitude absoluta e aparente.

g

3.7. (Intermedidrio) Estime o tempo de vida ¢ na sequéncia principal de uma
estrela de massa M =5 M. Use L oc M? e ts ~ 10'%anos.

3.8. (Avangado) (P1 Barra/2018) Suponha que o que mata um vampiro nao
seja a luz do Sol, mas o valor do fluxo da luz (W/m?) que o atinge. Assim:

a) Calcule o fluxo da Lua cheia na Terra.

b) E um fato conhecido a distancia média Terra-Lua est4 aumentando. Admita
que a taxa de afastamento seja de 4 cm/ano e que um vampiro suporte, no
méximo, apenas 500 uW/m? de fluxo. Assim, calcule o tempo (em anos)
que um vampiro teria que esperar para poder sair sem problemas sob a luz
da Lua Cheia.

Dados:

Raio de Lua (ry)= 1,74 - 10° metros

Distancia média Terra-Lua (dg_1,)= 3,84 - 108 metros
Albedo da Lua (ar)= 0,11

3.9. (Avangado) (P1 Barra/2018) O movimento da Terra é responsével pela
chamada anisotropia de dipolo como relagao a Radiagao Césmica de Fundo
(RFC). Devido ao efeito Doppler, a radiagdo dessa temperatura é ligeiramente
mais quente na diregdo do movimento da Terra (chamado apex). Medidas do
satélite COBE, e posteriormente do satélite Planck, mostraram que a diferenca
de temperaturas na direcio do apex e anti-apex é de AT = 1,08-1072 K.
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Calcule a velocidade que a Terra estd se movendo com relacao a RCF. Use
Trrc = 2,7 K.

3.9 Gabarito

3.1. Desenvolvendo a féormula do efeito Doppler:

A—X WV A v v+ c c
=—-=> —=—-4+1= =X =A
Ao c Ao c + c 0 c+wv
Como a fonte estd se aproximando, utilizamos o sinal negativo na veloci-
dade, i.e. v = —50km/s. Substituindo os valores:
3-10°
A =037 ————
0 3-105 — 50

Assim, descobrimos que Ag = 537,09 nm (alternativa c).

3.2. Pela Lei de Stefan-Boltzmann, a luminosidade L; é:

Ly = 47 R0 T}

R
Por outro lado, a estrela 2 possui raio Ry = 71 e temperatura To = 277.

Assim, sua luminosidade é:

R\’ R?
Ly =4r (21) o (21y)" = 4x - Tl .o 16T7
Dividindo as equacoes:

R2
Lo 4 - Tl -o16T¢

Ij - 47TR%0’T14

Assim:

- =10
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A magnitude combinada m, estd associada a um fluxo F, = F; + F5, ja
que os fluxos das estrelas individuais se somam. Assim, comparando m,
com my por Pogson:

F, Fy + F F:
me —my = —2,5log <FC> = —2,5log (1;‘_2) = —2,5log (FQ + 1)
1 1 1

. Iy
Agora, precisamos encontrar a razio & por Pogson:
1

Fy
mi —mg = —2,5log —
1 2 7

F
Como my = 7,0 e mo = 8,0, obtemos 2 0,40. Substituindo na equagao
1

da magnitude combinada, chegamos em .

Como nenhuma das estrelas menores obstrui suas companheiras, a lumi-
nosidade combinada do aglomerado é L' = NL;, onde L; é a luminosidade
de cada estrela individual. Sendo Ly a luminosidade inicial, temos, por
Pogson:

NL; 4nd?
m’—m0:—2,510g< T )

4md? . LO

Ou seja:

NL;
m' —mgy = —2,5log < >
Ly

Agora, vamos encontrar a relacao entre L; e Ly. Pela Lei de Stefan-
Boltzmann:

Lo = 47 R*0T*

L; = 4mr’eT?

Logo, dividindo essas expressoes:
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. T ~ . s
Para encontrarmos a razao — como funcdo de N, precisamos utilizar a

conservagao da massa. Sendo p a densidade das estrelas, temos:

4
MO =pP- ?Rg

Como a massa combinada das N estrelas é N vezes a massa de uma estrela
individual:

Usando M’ = M, obtemos:
R =Nr¥= ~—N"/3
" 7R

Juntando Pogson com a relagao entre as luminosidades:

m —mg=—25log [N (L)Q
0 — ) g R
Como - N-1/3,
7 :
m' —mo = —2,5log (N : N—2/3)

Utilizando a propriedade log " = nlog x, temos:

-2
m' —my=—25log N'/3 = T’talogN

Assim, chegamos na resposta final:

2
m’:mo—élogN

Esse é um problema classico em que parecem estar faltando informagoes.
Entretanto, podemos utilizar os dados do Sol (tabela de constantes) para
comparé-lo com Andromeda pela equacao de Pogson:

Lan
Myna — Mg = —2,51log <d>
Lo

Onde M4 € a magnitude absoluta de Andromeda e Mg é a magnitude
absoluta do Sol. Realizando a conta:
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= Mypg = —2,51log (2,6 - 10*°) + 4,80 = —21,24

Pela equagao do médulo de distancia:

Mand — Mana = 5logd — 5
Ou seja:

3444212+5

= =594 = d = 10>"* = 862 kpc

= logd =

A questao pediu a distdncia em anos luz, entdo basta lembrar que 1 pc =

3,26 anos-luz para descobrir que | d = 2,8 milhoes de anos-luz |.

3.6. a) Raio e diametro angular - VERDADEIRO

Temos a seguinte situagao:

4
e |

v

d

Figura 3.25: Diametro angular

Assim, perceba:

Reescrevendo:

R

)
sen | —
2
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Perceba que, para 0 < 1:

Ou seja:

2R
~d

Luminosidade e magnitude aparente - VERDADEIRO

d

Sabemos que luminosidade L de um astro estd intimamente ligada com
sua magnitude absoluta M, entao é possivel encontrarmos L. Compa-
rando essa estrela com o Sol por Pogson:

L

Ou seja:

L
M = M@ — 2,5 log (I/@)

Uma vez descoberta a magnitude absoluta M e tendo o valor da mag-
nitude aparente m, basta usar o médulo de distancia para encontrar o
valor de d.

m— M =5logd —5
Fluxo e magnitude absoluta - VERDADEIRO

Este item é muito semelhante ao anterior. Podemos encontrar a mag-
nitude aparente m comparando a estrela com o Sol por Pogson:

F
m —mg = —2,5log <F@>

Como temos M e m, podemos encontrar a distancia pelo médulo de
distancia:

m—M+5

logd =
og 5
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Fluxo e magnitude aparente - FALSO

Caso o tivéssemos somente o fluxo, bastaria utilizar a equagdo de Pog-
son com o Sol para encontrar a magnitude aparente m. Analogamente,
caso s6 m fosse dado, a equagao de Pogson nos daria F. Assim, essen-
cialmente s6 temos uma informagao (F' ou m), fazendo com que seja
impossivel determinar a distancia.

Como vimos nos itens anteriores, luminosidade e magnitude absoluta
estao diretamente relacionadas por:

L

Assim, essencialmente, temos apenas uma informacao fotométrica da
estrela, e portanto nao podemos achar sua distancia até nés.

Classe espectral (OBAFG...), raio e fluxo - VERDADEIRO

Com a classe espectral, temos a temperatura 7' da estrela. Como
seu raio R é conhecido, podemos achar a luminosidade L pela Lei de
Stefan-Boltzmann:

L = 47 R%*cT*

Como o fluxo F' também é conhecido, podemos encontrar a distancia

d por:
L L
F=rma 7V &r

Porcentagem de ferro no nticleo, magnitude absoluta e magnitude apa-
rente - VERDADEIRO

A priori, a porcentagem de ferro no nicleo da estrela nao nos ajuda a
calcular a distancia até ela. Entretanto, temos m e M, logo podemos
utilizar o médulo de distancia para encontrar d:

m— M =5logd —5

3.7. A partir da relacdo dada:

3
Lo<M3:>L:(M)
Lo Mg
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Mas como L %:

Assim, reescrevendo:

M 2
t=tg (MQ)

Por fim, substituindo os valores:

2
1
t =~ 100 (5> =t~4,0- 108 anos

3.8. a) A lua nao possui luminosidade prépria, ela apenas reflete a luz do sol,
assim sua luminosidade serd o fluxo do sol a lua multiplicado por sua
area transversal e por seu albedo:

_ Lo 2
b= (g ) orb) o

Como a lua cheia estd do lado oposto do Sol com relagiao & Terral”,

sua distancia ao Sol dg_, é:

do—r =do—e +deor

Assim, podemos realizar as devidas contas para obter L; = 1,42 -
10> W. Com a luminosidade da Lua cheia, podemos descobrir seu
fluxo Fy, na Terra:

T 4rd?

O—L

Fr =7,65-10"*W/m?

b) O fluxo da lua cheia no caso limite sera 500 - 1076 W/m?2, assim:

L
500 - 1076 = L

- dmd?,_,

A luminosidade da lua pode ser escrita como:

L

- 47Tdé*>L

Ly, riap

Juntando as duas expressoes:

17Veja o apéndice de eclipses.
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Lo 2
d2 rror
®—L

500-107°% =

- 16md?,_,

Reescrevendo e utilizando os valores do enunciado:
2 2 _ 39
dg,_,pdg ,p =5,07-10
Tirando a raiz:

de_rdo_p = 7,12-10"

Agora, como dg_, 1, = dg—q + dg— 1, chegamos em uma equagao do
segundo grau:

d2 . +desodesr —7,12-10% =0

Resolvendo por Bhaskara, encontramos:

de—r = —3-10" ou 4,75 - 108

O valor negativo nao faz sentido, logo a distancia Terra-Lua na situagao
limite em que o vampiro pode se expor a Lua Cheia é cerca de 4,75 -
10% m. Como a distancia Terra-Lua inicial era 3,84 - 108 m e a taxa de
afastamento é de 4 cm/ano, o tempo At que o vampiro deve esperar é:

4,75 -10%) — (3,84 - 108)
0,04

At = ( =92-10% anos

Vale ressaltar que a resposta final sé deve possuir um algarismo signi-
ficativo, por isso nao devemos colocar digitos apds o 2.

3.9. Para resolver esse exercicio, vamos precisar somente da Lei de Wien e do
efeito Doppler da luz:

b AN v

>\maz iy ~
T )\0 C

A seguinte imagem ilustra a situacao da questao:
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Anti-apex

Figura 3.26: Redshift e blueshift da luz da RCF

Onde Ay é o comprimento de onda de méaxima emissao da RCF, i.e.
b = MTrcr. Agora, vamos encontrar A1 e Ay como funcdo de Ay e v.
No referencial do observador 1, o “universo” estd se aproximando com
velocidade v, i.e. ocorrerd um blueshift. Assim:

M_, v
)\0 Cc
Por outro lado, no referencial de 2, o “universo” estd se afastando com v,
logo:
)\2 (%
22 142
)\0 + Cc
Para simplificar a leitura, vamos convencionar 3 = 2 Ainda, pela Lei de
c
b b
Wien, T = )\—1 eTy = )\—2 Assim:
b T
T = _ 1lror
A(1-8) 1-8
e
b T
T __1RrcF

T XN(+h)  1+8
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Note que T} > Ts. Como AT =T, — Ty, temos:

1 1
AT =T, —-Ty=T —_
1 2 RCF(I—ﬁ 1+ﬁ>

Convencionando r =

(conhecido, j& que temos tanto AT quanto
RCF
Tror), basta resolvermos a equagao acima. Temos:

1 1 28
T1-8 148 1-p

T
Ou seja:
2
B2+ -p-1=0

Por Bhaskara:

Ao
e = m

Note que o £ é +, ja que ele daria um 3 < 0 caso fosse —. Pelo enunciado,

r = 17082,710_2 = 4-1073. Substituindo na equacdo, encontramos 3 =

2,0-1073 = | v = 600 km/s |



Capitulo 4

Telescopios e Detectores

E comum dizer que o céu é o laboratério da astronomia, ja que é a partir dele
que realizamos todas as observagoes que fundamentam o nosso conhecimento do
Universo. Durante muito tempo, o olho humano limitava o quanto poderiamos
estudar o céu, porém esse problema eventualmente foi resolvido com o surgi-
mento dos telescopios, que se tornaram uma das principais ferramentas desse
estudo. Neste capitulo, iremos estudar como funcionam os telescopios e, de
forma geral, os detectores.

4.1 Luz

Antes de analisarmos o funcionamento dos telescépios, é importantes com-
preendermos o elemento que possibilita a prépria existéncia deles: a luz, a qual
é o agente fisico que, atuando nos nossos érgaos visuais, produz a sensacao da
visao. Na Optica geométrica, nos interessamos pela trajetéria seguida pela luz,
e nao por sua natureza em si, esta que é estudada na Optica fisica. Assim,
vamos ver os trés principios que regem tal trajetoria:

1 - Principio da propagagao retilinea
LLN : A M b2
0s meios transparentes e homogéneos, a luz se propaga em linha reta

Um meio homogéneo possui as mesmas caracteristicas em todos os pontos,
entao nada é mais razoavel que a luz se propagar em linha reta neles. E por
esse motivo que dizemos “raios de luz”, mas nao “espirais de luz”, por exemplo.

2 - Principio da independéncia dos raios de luz

“Quando dois raios de luz se cruzam, a trajetoria de cada um deles nao é afe-
tada pelo outro”

225
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Para verificar esse principio, pegue duas lanternas e aponte-as de forma que
a luz produzida por uma se cruze com a luz produzida pela outra. A relevancia
pratica desse conceito é que podemos analisar um raio de luz especifico sem nos
preocuparmos com a presenca de outros raios.

3 - Principio da reversibilidade dos raios de luz

“Em idénticas condigoes, a trajetéria seguida pela luz independe do sentido de
propagagao.”

Este é outro principio que faz sentido intuitivamente. Vendo uma foto de
um laser, é impossivel determinar de qual lado ele surgiu.

Aproximagao de longas distancias

Na astronomia, nos interessamos em observar objetos extremamente distan-
tes. Assim, uma aproximagao razoavel para os raios de luz vindos desses objetos
é que eles chegam paralelos entre si, assim como pode ser observado na figura
4.1.

2

@)

Figura 4.1: Raios aproximadamente paralelos

4.1.1 Reflexao e Refracao

A reflex@o e a refragao da luz sao os principais fenémenos 6pticos que vemos
no nosso dia a dia. Sao elas que possibilitam o uso de espelhos (reflexdo) e
lentes (refragao) em telescépios, e por isso sdo extremamente importantes para
0s nossos fins.

Reflexao da luz

A reflexdo da luz é um fenémeno que consiste no fato de a luz voltar a se pro-
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pagar no meio de origem ap6és incidir numa superficie de separagao desse meio
com outro. A principal propriedade da reflexdo é que o angulo de incidéncia
() é igual ao angulo de reflexao (1), assim como pode ser observado na figura 4.2.

Figura 4.2: Reflexao da luz

Figura 4.3: Exemplo da reflexao da luz

Refragao da luz

A refragdo da luz é um fenémeno que ocorre quando a luz é transmitida entre
dois meios diferentes. Para os nossos objetivos, basta saber que a luz tende a se
aproximar da normal (V) quando passa de um meio menos refringente para um
outro mais refringente, como é o caso da figura 4.4, que representa a situacgao
em que ng > nyit

In é chamado de indice de refracdo, e mede a refringéncia de um meio. Por exemplo, o
indice de refragdo do vécuo é 1, enquanto o indice de refragdo da dgua é préximo de 1,33.
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Meio 1 (nw)

Meio 2 (n,)

Figura 4.4: Refracao da luz (ny > nq)

Figura 4.5: Exemplo da refracao da luz

4.2 Lentes e Espelhos

Nesta secao, faremos um breve estudo dos fundamentos da éptica geométrica
que estao presentes na formacao de imagens em telescépios.

4.2.1 Espelhos Planos

Formacao de imagens

Usando a propriedade da reflexao, podemos mostrar que a imagem formada por
um espelho plano é idéntica ao objeto, exceto que ela é invertida com relacao
ao espelho. Veja a figura 4.6:
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Plo

I\ /

Figura 4.6: Espelho plano

Perceba que, para o observador, é como se todos os raios de luz estives-
sem vindo de um ponto P’ simétrico & P com relagao ao espelho. Como uma
fonte extensa nao passa de um conjunto de diversas fontes pontuais, a ima-
gem de qualquer corpo colocado em frente a um espelho serd invertida, como
queriamos demonstrar.

Aplicagoes

Como os espelhos planos redirecionam os raios de luz sem deformar a imagem
que seria formada sem a presenca deles, é muito conveniente utilizéd-los em
telescopios. A figura 4.7 mostra alguns exemplos disso.

V
@ (b) ©

Figura 4.7: (a) Newtoniano, (b) Cassegrain, (c¢) Coudé

4.2.2 Lentes

As lentes esféricas, que estamos convenientemente chamando somente de lentes,
sdo formadas pela associacdo de dois dioptros: um necessariamente esférico e
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o outro plano ou esférico?. Veja na figura 4.8 quais sdo os tipos de lentes
esféricas®.
Lente Lente Lente Lente Lente Lente
biconvexa. plano-convexa. concavo-convexa. biconcava. plano-concava. convexo-concava.

Figura 4.8: Tipos de lentes esféricas

Agora, precisamos distinguir as lentes entre as convergentes e as divergentes.
O primeiro tipo, tal como diz seu nome, tende a convergir os raios de luz. Por
outro lado, a tendéncia das lentes divergentes é divergi-los. Na pratica, uma
lente é convergente caso suas bordas sejam finas, assim como os trés primeiros
exemplos da figura 4.8, e divergente caso suas bordas sejam grossas, como as
outras trés lentes da mesma imagem.

Formacao de imagens

Assim como usamos a massa para distinguir o quao 'pesado’ um objeto é,
definimos a distancia focal f de uma lente para medir o quanto ela desvia
os raios de luz. Além disso, chamamos de eixo Optico, ou eixo principal, a reta
perpendicular a lente que passa pelo seu centro, este que é chamado de centro
6ptico. Veja a imagem 4.9:

2Um dioptro é um sistema constituido por dois meios de diferentes indices de refracio.
Caso a fronteira entre esses meios seja plana, como é o caso da figura 4.4, dizemos que temos
um dioptro plano. Por outro lado, caso a fronteira seja esférica, dizemos que o sistema é um
dioptro esférico.

3N&o é necessario decoré-los.
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Eixo

optico 0 <—~\

Centro 6ptico

Lente delgada.

Figura 4.9: Elementos de uma lente

Agora que sabemos como definir e distinguir uma lente, podemos ver suas
trés propriedades mais relevantes para a astronomia:

Propriedade 1

Em lentes convergentes, raios de luz que entram paralelos ao E.O. (eixo éptico)
vao para o foco? e raios de luz que vém do foco saem paralelos ao E.O.5. J4
em lentes divergentes, raios de luz que entram paralelos ao E.O. saem com seus
prolongamentos passando pelo foco e raios de luz cujos prolongamentos passam

pelo foco saem paralelos ao E.O.5

Propriedade 2

Raios de luz que entram passando pelo centro éptico saem inalterados, tanto
em lentes convergentes quanto divergentes

Propriedade 3

Em lentes convergentes, raios que entram paralelos entre si (ndo necessaria-
mente paralelos ao E.O.) se encontram em um ponto no plano focal”. Existem
outros trés casos analogos a esse, que podem ser visualizados nas imagens.

Agora, vamos visualizar melhor cada uma dessas propriedades:

40 foco, ou ponto focal, é o ponto que dista f da lente e estd sobre o eixo éptico. Perceba
que, na verdade, existem dois pontos focais, um na frente e um atrds da lente.

5Perceba que, por causa do principio da reversibilidade dos raios de luz, ambos os casos
dizem essencialmente a mesma coisa.

SVocé pode querer ver as figuras 4.11 e 4.12 para visualizar essas propriedades.

70 plano focal é a reta perpendicular ao eixo 6ptico que passa pelo ponto focal.
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A Y
(0] o
\ 4 A
Lente delgada convergente. Lente delgada divergente.

Figura 4.10: Representacao de cada tipo de lente
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Y

\j
Lente delgada convergente. Lente delgada convergente.

Figura 4.11: Propriedade 1 - Lentes convergentes

V/'/ \\v
B ———— —_—
> — T/ .
P ; o 0 F
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n\\ /n
Lente delgada divergente. Lente delgada divergente.

Figura 4.12: Propriedade 1 - Lentes divergentes
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A \ 4
(6] (6]
v A
Lente delgada convergente. Lente delgada divergente.

Figura 4.13: Propriedade 2

Foco Foco
secundério secundario
objeto imagem
| |
Plano focal objeto Plano focal imagem

Figura 4.14: Propriedade 3 - Lentes convergentes

H
F

Foco ! ! Foco

secundario secundario
imagem . i objeto
i :
Plano focal imagem Plano focal objeto

Figura 4.15: Propriedade 3 - Lentes divergentes
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Aplicagoes

Como veremos na segao 4.4, os telescopios refratores utilizam duas lentes em
suas construcgoes. Um deles é o modelo Kepleriano, que utiliza duas lentes con-
vergentes, e o outro é o Galileano, que utiliza uma convergente e uma divergente.
Vamos examinar o modelo Kepleriano:

lente objetiva

lente ocular

Raios de luz
vindos da estrela

Figura 4.16: Telescopio refrator Kepleriano

Perceba:

1. Raios de luz paralelos entre si vindos da estrela passam pela lente objetiva
e convergem em um Unico ponto que dista fo; da lente. Isso ocorre devido
a propriedade 3;

2. Raios de luz vindos de um tnico ponto que dista f,., da lente ocular
passam pela lente ocular e saem paralelos entre si. Isso também ocorre
pela terceira propriedade das lentes.

Iremos analisar a formacao da imagens por telescépios com mais calma na
préxima segao.

4.2.3 Espelhos Esféricos

Os tltimos elementos épticos que iremos estudar sdo os espelhos esféricos®.

Eles funcionam de maneira muito parecida com as lentes, exceto que os raios de
luz sao refletidos ao invés de refratados. Para produzi-los, é necessério realizar
um corte em uma esfera refletora, cujo raio R é chamado de raio de curva-
tura. Assim como distinguimos lentes convergentes de divergentes, os espelhos

8Na verdade, as propriedades que iremos tratar s6 funcionam para espelhos parabdlicos,
porém eles possuem um custo muito elevado, entdo é comum usar espelhos esféricos, que
funcionam de maneira parecida.
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esféricos podem ser concavos ou convexos.

- ~

Eixo
principal

Vértice

Figura 4.17: Corte de uma esfera

Representacao de um espelho esférico concavo.

Figura 4.18: Espelho concavo

Representacao de um espelho esférico convexo.

Figura 4.19: Espelho convexo

Formacao de imagens

235
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Espelhos esféricos também possuem uma distancia focal f associada®. Nos
interessamos por trés propriedades desses objetos, que sao andlogas aquelas
vistas para as lentes e estdo representadas nas figuras 4.20, 4.21 e 4.22'9.

A —)
S0

Figura 4.20: Propriedade 1 - espelho concavo

~§
“. ..
§.~ ~§~
~~ ~§
0 -
V\ F e, v\ Free.,
.

Figura 4.21: Propriedade 1 - espelho convexo

S ~
.
.
.
*

Figura 4.22: Propriedade 2

Aplicagoes

Uma utilidade dos espelhos esféricos em telescépios é diminuir o tamanho ne-
cessario para o tubo, uma vez que eles fazem com que uma mesma segao do
telescépio possa ser atravessada por um raio de luz duas ou mais vezes. Na

R
9S8endo R o raio de curvatura do espelho utilizado, f ~ —

100 andlogo da propriedade 3 possui uma geometria um pouco confusa, e como ela nao cai
em questoes de astronomia, nao foi representada.
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figura 4.23, que é a mesma da 4.7, vocé pode observar os espelhos esféricos
rachurados em vermelho.

espelhos esféricos

Figura 4.23: Espelhos esféricos em telescopios

4.3 Formacao de imagens

E possivel que o processo de formacao da imagem em telescopios ainda nao
esteja muito claro, por isso iremos realizar uma analogia com um objeto muito
mais palpavel: uma lupa. Novamente, vamos considerar um telescépio refrator
Kepleriano, ou seja, com duas lentes convergentes.

Sabemos que uma lupa consiste de uma lente convergente que faz com que
objetos fiquem maiores quando vistos por ela. Entretanto, isso s6 acontece se
a distancia entre o objeto e a lupa for proxima da distancia focal dessa lente -
caso contréario, a imagem fica borrada. Caso vocé possua uma lupa, coloque-a
muito proxima do seu olho para visualizar esse fenomeno.

Além da

distancia focal

Figura 4.24: Vendo através de uma lupa
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Tendo isso em mente, o que aconteceria se olhdssemos para a Lua através de
uma lupa? Como sua distancia focal é bilhoes de vezes menor que a distancia
Terra-Lua, verfamos um borrao. Porém, sera que existe uma maneira de “trazer
a Lua para perto de nds”? A resposta é sim - essa é a funcao da lente objetiva.
Vamos analisar o passo a passo de como é possivel enxergarmos a Lua através
de um telescépio'?.

1 - Situacao

Temos um observador utilizando um telescépio refrator Kepleriano (duas lentes
convergentes) para observar a Lua. Por simplicidade, vamos considerar que a
parte inferior da Lua passa pelo eixo éptico do telescépio'2. Agora, dois raios
de luz vindos da parte superior da Lua (que surgiram no Sol e refletiram na
Lua) vao em direcao a Terra:

Figura 4.25: Raios de luz vindos da Lua

2 - Raios passando pela lente objetiva

O que acontece com esses raios de luz? Como a Lua estd muito distante da
Terra, eles chegam essencialmente paralelos entre si. Desse modo, eles irao
convergir em um ponto que dista foy; da lente objetiva (raios paralelos entre
si convergem no plano focal), formando a imagem da regido mais alta da Lua.
Realizando o mesmo processo para o restante do corpo celeste, temos que a
seguinte imagem é formada:

HCréditos: Khan Academy India.
12]ss0 néo é necessario, porém facilita a compreensio.
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Figura 4.26: Objetiva formando uma imagem da Lua

3 - Inserindo a lente ocular

Perceba que a lente objetiva efetivamente “trouxe” a Lua para perto de nos.
Agora, basta colocarmos a “lupa”, que é representada pela lente ocular, a uma
distancia f,., da imagem da Lua formada pela objetiva. Temos:

Figura 4.27: Ocular

4 - Imagem final

Caso a distancia entre a imagem da Lua e a ocular seja exatamente f,.,,
os raios que passam pela ocular saem paralelos entre si, ndo formando uma
imagem. Porém, na pratica, é impossivel dispor o telescépio nessa situagao
extremamente especifica, e a pequena diferenca faz com que a imagem final
vista pelo observador seja formada:
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Imagem final

Figura 4.28: Imagem final

5 - Tamanho da imagem

A priori, pode parecer que quanto menor for a distancia entre os planos focais
das lentes objetiva e ocular, mais alinhados estarao os raios que passam pela
ocular e, consequentemente, maior serd a imagem. Entretanto, aqui entra um
aspecto essencial em toda a éptica: o que delimita o “tamanho observado” de
uma imagem é o angulo que ela compreende quando vista do observador, e
nao a sua dimensao. Por exemplo, sabemos que a Lua possui milhares de km
de diametro, porém a distancia Terra-Lua é tao grande que o angulo compre-
endido por ela quando vista a olho nu é relativamente pequeno (= 0,5°). De
maneira andloga, quanto menor for a diferenca previamente citada, maior sera
o tamanho fisico da imagem, porém a sua distancia até o observador também
aumenta, fazendo com que o angulo compreendido pela imagem final da Lua
seja praticamente constante. A imagem abaixo mostra o tamanho angular da
Lua vista a olho nu () e através do telescépio (6;):

by o,

Figura 4.29: Tamanho angular da imagem da Lua
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4.4 Tipos de telescopios

Nesta secao, iremos estudar os diversos tipos de telescépios que sao utilizados
na astronomia, com énfase em seus beneficios, problemas e mecanismos.

4.4.1 Telescépios Refratores

O primeiro telescopio patenteado estéd registrado sob o nome do holandés
Hans Lippershey (1570-1619), porém seu uso era exclusivamente militar. J4 o
primeiro estudioso a utilizar esse equipamento para observar o céu foi Galileu
Galilei, que construiu seu préprio modelo, o telescépio Galileano, com uma
lente objetiva convexa e uma lente ocular concava. Com ele, Galileu foi capaz
de observar as fases de Vénus, os anéis de Saturno, as manchas solares e os
quatro maiores satélites de Jupiter. A imagem abaixo ilustra o mecanismo
desse telescopio’3. Perceba que os raios de luz 1, 2 e 3 estdo um acima do
outro antes e depois de passarem pelo telescopio, i.e. a imagem formada nao é
invertida.

/ = Plano:focal
|

fobj k :2,\.:
« >
’ focul

Figura 4.30: Telescépio Galileano

Alguns anos depois, Johannes Kepler (1571-1630) propds um telescépio que
trouxe algumas melhorias quando comparado ao modelo de Galileu. Conhecido
como telescopio Kepleriano, suas lentes objetiva e ocular sdo convergentes.
Além de ser mais facil construir lentes desse tipo do que lentes divergentes,
esse telescopio possibilitava um aumento maior. Perceba na figura abaixo que
a ordem dos raios de luz se inverte apds eles passarem pelo telescopio, o que
faz com que a imagem formada fique invertida. Isso impossibilita o uso desses
telescopios para fins militares, por exemplo.

13Na prética, os raios de luz véo para o olho do observador.
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1 Planofocal

> €
> <

fobj ‘ foc”u

A

Figura 4.31: Telescépio Kepleriano

Entretanto, os telescopios refratores possuem alguns problemas. Um deles é
a presenca de aberracoes crométicas', que faz com que a imagem possua uma
forte distingao entre as cores, especialmente o azul o vermelho. Além disso, a
lente absorve parte da luz incidente no telescépio. Para corrigir isso, é necessario
construir telescopios de aberturas maiores, porém isso eventualmente torna-se
um enorme empecilho em um ponto de vista pratico. Como referéncia, o maior
telescopio refrator j& construido é o telescopio de Yerkes, que possui cerca de 1
m de abertura e pesa por volta de 20 toneladas.

Figura 4.32: Telescépio de Yerkes

4.4.2 Telescépios Refletores

O inglés Isaac Newton (1643-1727) também desenvolveu seu préprio modelo,
o telescépio Newtoniano. No lugar de lentes, ele utilizou dois espelhos para

MSerao discutidas na secio 4.10.
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redirecionar a luz, o primdrio (esférico) e o secunddrio (plano).

.

Figura 4.33: Telescépio Newtoniano

Como a ocular fica na lateral, o peso fica desbalanceado. Em pequenos
telescopios, isso nao causa grandes problemas, mas grandes equipamentos sao
muito afetados.

Com o intuito de solucionar essa assimetria, surgiu o telescépio Casse-
grain. Sua principal diferenga com relagdo ao modelo Newtoniano é a presenga
de um espelho secundério convexo, e nao plano. Além da imagem ser formada
atras do equipamento, a distribui¢cao de peso é simétrica.

Figura 4.34: Telescépio Cassegrain

Outro modelo refletor é o telescépio de foco Coudé, que combina elemen-
tos dos telescépios Newtoniano e Cassegrain. Ele utiliza um espelho primaério e
secundario do mesmo modo que o Cassegrain, porém um espelho plano é colo-
cado para direcionar a luz para a lateral do equipamento, onde hd um ambiente
separado (sala Coudé) em que a andlise das informagoes é feita. Atualmente,
esse é o principal modelo utilizado por telescépios de grande porte.
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Figura 4.35: Telescépio de foco Coudé

O uso de espelhos no lugar das lentes possui diversas vantagens, como eli-
minar as aberragoes cromaticas, possuir um processo de producao mais barato,
ser mais simples de ser instalado e diminuir a perda da intensidade de luz pelos
componentes'®. Entretanto, hé a presenca de aberracoes esféricas. Para
fazer com que raios paralelos sejam redirecionados para um tnico ponto, é ne-
cessario utilizar um espelho parabdlico, porém o seu alto custo de producao faz
com que a maioria dos telescopios refletores utilizem espelhos esféricos, que sao
sujeitos a esse tipo de aberragao.

4.4.3 Telescépios Compostos ou Catadidptricos

Enquanto os telescopios refratores utilizam somente lentes e os refletores
somente espelhos, os catadiéptricos usam uma combinacao dos dois, geralmente
para correcao de aberragoes. O telescépio Schmidt-Cassegrain possui uma
placa corretora Schmidt localizada na entrada do equipamento com o propésito
de corrigir a aberragao esférica do espelho primario.

Figura 4.36: Telescépio Schmidt-Cassegrain

15Em telescépios refratores, o material da lente absorve uma parcela da luz. J& em te-
lescépios refletores, os espelhos nao conseguem refletir 100% da luz incidente.
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Entretanto, a placa corretora Schmidt é dificil de ser produzida. Assim,
um modelo alternativo é o telesc6pio Maksutov-Cassegrain, que utiliza
um corretor na forma de menisco para criar uma aberracao esférica inversa,

anulando a aberragao do espelho primario.

\ \ T TI

—
—

Figura 4.37: Telescépio Maksutov-Cassegrain

4.4.4 Radiotelescopios

Os modelos apresentados até agora sao utilizados para observagdes na faixa
do visivel, porém muitas informagoes sé podem ser obtidas observando em ou-
tros comprimentos de onda. Infelizmente, nao podemos construir telescépios
que cubram todo o espectro eletromagnético, pois a atmosfera absorve grande
parte dele'®, mas, olhando no grafico abaixo, percebemos uma excecao:

Opaqueness

100 %

50 %

0%
0.1nm 1nm 10nm 100nm Ipm  10um 1200pm Imm 1cm 10cm Im  10m 100m Tkm
Wavelength

Figura 4.38: Porcentagem de radiagdo absorvida pela atmosfera terrestre ao
longo do espectro eletromagnético

16Tremos discutir isso na segdo 4.10.3.
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A atmosfera é transparente a faixa do radio (10 MHz a 1 THz), o que a
torna essa regiao especialmente util para astronomos. No espectro visivel, os
fétons possuem A ~ 550 nm, enquanto os comprimentos de onda na faixa do
rddio sdo da ordem de metros. Comprimentos de onda maiores sdo menos ab-
sorvidos pela poeira do meio interestelar, porém é necessario utilizar antenas
com diametros de alguns quilometros para obter resolugées comparaveis as de
telescopios épticos!”, o que é (claramente) invidvel. A solucdo é utilizar uma
técnica conhecida como interferometria, em que uma rede de diversos radio-
telescépios funcionam como se fossem somente uma grande antena.

Vamos analisar dois radiotelescopios separados por uma distancia d com-
paravel ao comprimento de onda da luz em questao detectando ondas de radio
emitidas por uma fonte muito distante, em uma direcao 6. A frente de onda
atinge os detectores em tempos diferentes, pois existe uma diferenca de caminho
AS entre os raios.

zénite:
raios de luz

|
|
|
|
|
|
| /
|
|
|
|
I
|
|

\\_freme de onda
Diferenga de caminho /

|
! / AN /
| N /

|

<

Figura 4.39: Geometria da interferometria

Pela figura, percebemos que senf = P logo um dos radiotelescopios vai

ter um atraso de captagao igual a:

B ﬁ _ dsent

T
g Cc C

Onde ¢ é a velocidade de propagacao das ondas eletromagnéticas no vacuo
(incluindo a luz). Essa diferenga permite que as observagoes de um objeto dis-
tante realizadas simultaneamente por muitos radiotelescopios possam ser com-
binadas, emulando um telescopio com um diametro igual a maxima separagao
entre os radiotelescépios'®. Na imagem 4.40 observamos um exemplo.

remos explorar isso na segio 4.7
180 porqué disso estd relacionado a conceitos bésicos de 6ptica fisica, que nao serdo abor-
dados neste livro.
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Figura 4.40: Atacama Large Millimeter Array, localizado no Chile

4.5 Montagens e Acessorios

Na secao anterior, estudamos somente o tubo dos telescopios, porém é
necessario utilizar alguns elementos adicionais para efetivamente realizar ob-
servacoes com eles, que serao vistos a seguir.

As montagens sao equipamentos utilizados para suportar o peso e estabilizar
o telescépio. Como analogia, a montagem estd para o telescépio assim como um
tripé estd para uma camera. E importante ressaltar que uma tnica montagem
pode ser utilizada para vérios modelos de telescépio (assim como um tripé pode
sustentar varios tipos de cadmera), e um modelo de telescpio pode ser utilizado
em diversos tipos de montagens. Mesmo que existam excegoes, é importante
tratar montagens e telescépios como equipamentos separados.

4.5.1 Montagem Altazimutal

A montagem altazimutal possui dois movimentos, o ajuste da altura (movi-
mento na vertical) e mudanga do azimute (movimento na horizontal). Como sao
movimentos simples, essa montagem possui uma facil manipulacao e geralmente
é utilizada por astronomos iniciantes. Entretanto, a base impede o telescépio de
ficar completamente na vertical, entao néo é possivel observar objetos proximos
do zénite, i.e., a regido diretamente acima do observador é um “ponto cego”’da
montagem.

Figura 4.41: Movimentos da Montagem Altazimutal
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A montagem altazimutal mais utilizada é a montagem dobsoniana. Esse
equipamento é de baixo custo, facil uso, geralmente vem acoplado de um te-
lescépio Newtoniano e sua base fica no préprio chao.

Figura 4.42: Montagem Dobsoniana

4.5.2 Montagem Equatorial

Enquanto montagens altazimutais movimentam-se de acordo com a altura
e o azimute, a montagem equatorial estd relacionada a variagoes de declinagao
e ascensao reta. Assim, é comum alinhar o telescépio com o polo visivel para
possibilitar essa calibragao.

Quando observamos os astros a olho nu, eles aparentam estar parados,
porém sabemos que eles possuem um movimento aparente devido a rotacao
da Terra!'®. Ao utilizar equipamentos com grandes aumentos, esse movimento
aparente torna-se muito perceptivel, e assim surge um problema: se um as-
tro sai do campo de visao do aparelho em alguns segundos ou minutos, como
podemos analisd-lo durante um longo periodo? A solug@o é fazer com que o
telescopio acompanhe a rotagao de Terra através de motores acoplados. Esses
modelos sao caracteristicos de montagens equatoriais.

Montagem Forquilha/Garfo

Nessa montagem, o telescopio fica acoplado a um ou dois bragos e ha um
motor para acompanhar o movimento dos astros. Por ser bem simples, é muito
utilizada por astréonomos amadores. Além disso, também é possivel utiliza-la
como uma montagem altazimutal desligando o motor.

19Estudaremos isso com mais calma no préximo capitulo.
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Figura 4.43: Montagem Forquilha/Garfo

Montagem Germanica/alema

Também conhecida como GEM, essa montagem equatorial possui dois eixos
perpendiculares entre si em um formato de T, em que a “cabega” do T estd
alinhada com o eixo de rotagao da Terra. H4 um contrapeso para balancear o
equipamento.

Figura 4.44: Eixo polar (1) e eixo de ajuste da declinagao (2)

Montagem Chassi

Nessa montagem, duas barras paralelas sustentam o telescépio e ha motores
nas pontas para girar a grande estrutura com o intuito de acompanhar a rotagao
da Terra. E uma montagem complexa e cara, utilizada quase exclusivamente
por grandes observatorios.
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Figura 4.45: Montagem Chassi

4.5.3 Acessorios

Além das montagens, existem diversos acessorios utilizados para facilitar o
uso de telescopios, que serao estudados a seguir.

Buscadora

Quando se utiliza equipamentos de grande aumento para observar objetos
pouco brilhantes, encontra-los torna-se um grande desafio, jA que o campo de
visao do telescépio é muito reduzido. Como forma de resolver isso, a buscadora
aponta para a mesma direcao do tubo e possui um aumento menor, entao basta
encontrar o objeto através dela e entao realizar um pequeno ajuste para inseri-lo
no campo de visao do telescépio.

Figura 4.46: Telescépio com buscadora

Lente Barlow

Lentes Barlow sao utilizadas para aumentar o aumento de um telescépio.
Elas sao lentes divergentes inseridas préximas da ocular e sao classificadas pelo
aumento que proporcionam. Por exemplo, uma Barlow 3x triplica o aumento
de um telescépio, porém, claro, hd uma perda de detalhes.
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Filtros

Colocados préximos da lente ocular, os filtros impedem a passagem de certos
comprimentos de onda da luz. Existem diversos modelos de filtros, como os
filtros de lua cheia, que diminuem seu brilho para realcar os detalhes, filtros para
observacao do sol, filtro para planetas especificos, filtros de poluigao luminosa
que diminuem a interferéncia de luzes artificiais na observagao, entre outros.

4.5.4 CCD’s

Na astronomia, além de observar objetos astronémicos, precisamos conseguir
registrar o que foi obtido da maneira mais objetiva possivel. Antigamente, esses
registros eram realizados por meio de desenhos e pinturas, porém nao é muito
eficiente depender de humanos para isso. Atualmente, o equipamento mais
utilizado para registrar a informacao coletada é chamado de Charge Coupled
Devices, o CCD.

Figura 4.47: Conjunto de CCD'’s do satelite Kepler

Quando um elétron absorve um féton, ele é excitado a um nivel energético
maior, gerando um sinal. Assim, é possivel analisar a quantidade de sinais em
cada pixel de um CCD para recriar a imagem digitalmente.
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Figura 4.48: Formagao da imagem em um CCD
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4.6 Ganho e Magnitude Limite

Quando observamos estrelas a olho nu, recebemos somente os fétons que
entram em nossas pupilas. Por outro lado, com um telescépio, a area de coleta
é muito maior que a area de uma pupila humana, e por isso é possivel observar
estrelas menos brilhantes. Nesta secao, iremos estudar esse efeito.

4.6.1 Ganho

Como o fluxo de uma estrela na Terra é essencialmente constante, a quan-
tidade de fétons emitidos por esse astro que sao coletados por um telescopio é
proporcional a sua area coletora. Desse modo, telescépios de grandes areas
coletoras possibilitam a observacao de fontes fracas, que muitas vezes seriam
invisiveis a olho nu. O conceito que compara o poder de captacao de luz entre
dois telescépios de aberturas D e d é o ganho J, cujo valor é:

()

As aberturas sao elevadas ao quadrado pois nos interessamos pela razao das

areas coletoras dos telescépios. Por exemplo, o telescopio de abertura D possui
2
) mD ) .
area coletora A = ——, que é proporcional a D?.
4 )

Um conceito relacionado ao ganho é o tempo de integragao, que é o tempo
que um telescopio deve permanecer exposto a um astro para observa-lo. Como
ja discutimos, esse valor é inversamente proporcional a area de um telescépio,
i.e. um telescépio de area N vezes maior que outro receberda N vezes mais
fétons e, portanto, terd um tempo de integragao 1/N vezes menor.

Exemplo 1

(P1 Online 2021) Para se detectar uma estrela particular usando um dos
telescépios SMARTS de 1,0 metro em Serro Tololo, no Chile, é preciso um
tempo de exposicao de 16 minutos. Usando o mesmo sensor, qual é o tempo
minimo de exposicdo necessario para ser capaz de detectar a mesma estrela
usando o telescépio BLANCO de 4,0 metros, também em Cerro Tololo?

Solucgao

A partir das aberturas individuais, podemos calcular o ganho:

_ (% 2 _ (2 i =16
=l5) =\1) =
Assim, o telescopio BLANCO coleta 16 vezes mais fétons que o SMART'S,
e portanto o seu tempo de exposicao serd 16 vezes menor, i.e. 1 minuto.
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4.6.2 Magnitude Limite

Como a area de um telescépio é maior que a area da pupila humana, é
possivel observar estrelas de magnitudes maiores através de seu uso. Vamos
encontrar o valor da magnitude maxima my;,,, que um astro pode ter para ser
observado através de um telescopio.

Sem nenhum tipo de equipamento adicional, vamos considerar que o fluxo
minimo que uma estrela pode ter para ser observada a olho nu é Fy,in. A
presenca de um telescopio faz com que seja possivel observar estrelas com um
fluxo minimo Fj,,;,, porém isso nao altera o fato que o olho humano ¢é limitado
pelo fluxo Fy,in. A chave é que o telescopio concentra a luz do astro em uma
area menor (pupila), fazendo com que o fluxo medido pelo observador seja
FOmin'

A - —
'universo’ - >
E Omin
e telescdpio
) 'universo' B ———— >
_— F Oman
F tmin
(< Elm{'n)

Figura 4.49: Magnitude limite

Reforgando:

® Fomin: fluxo da estrela menos brilhante que pode ser vista a olho nu. Essa
estrela possui magnitude mgpo

e Finin: fluxo da estrela menos brilhante que pode ser vista com um te-
lescépio. Essa estrela possui magnitude my;,

Assim, podemos relacionar esses valores através da equagao de Pogson:

thin
Miim — Molho = 72,5 IOg
FOmin
~ tmin ~
Agora, queremos encontrar a razao 7 como funcao da abertura D do
Omsi

telescopio e do diametro D, da pupila. Perceba que toda a luz incidente no
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telescépio é redirecionada & pupila, logo a poténcia (unidade watt) P é a mesma
no telescopio e na pupila. Como P = F - A, temos:

P = Finin - At = FOmin . Apup

2 2
D ™ Dpup

Como A; = v e Apup = 1 temos:
thin _ Apup _ Dpup 2
FOmin At D

Assim, podemos reescrever a equacao de Pogson como:

Dpun\ Dy,
Migm — Molho = _2,5 lOg <gp) = —5]0g (y)

Onde utilizamos a propriedade logxz™ = n - log z.

Agora, o tltimo passo é substituir os valores de myno € Dpyp. Vamos con-
siderar:

® Molho = Gmag
e Dyyp = 6mm

Tome cuidado, pois é comum utilizar outros valores para essas grandezas.
Nesses casos, € necessario realizar as devidas adaptagoes. Temos:

6
Mmyim = 6 — 5log (%)

Como log r_ log x — log y, podemos reescrever:
Yy

Myim = 6 — 5log 6 + 5log D(mm)
Usando log 6 =~ 0,778, podemos chegar na resposta final:

Miim ~ 2,1 + 5log D(mm) |

Vale ressaltar que a unidade de D utilizada nessa expressao deve ser milimetros.
Por exemplo, a magnitude limite de um telescépio de D = 15cm é my;, =
2,14+ 5log 150 = 13.

Exemplo 2

Dois estudantes possuem magnitudes limites de 6 quando observam o céu
a olho nu. Sabendo que suas pupilas possuem didmetros 6 mm e 7 mm, calcule
a diferenca entre as magnitudes limites que eles poderao ver através de um
telescépio.
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Solucgao

Podemos calcular as magnitudes limites mg € m7 através da equagao:

Dpy
Mim — Molho = —9 10g <gl7>

Para o aluno de D, = 6 mm:

me = (Moiho + 5log D(mm)) — 5log 6

Ja para D, = 7mm, temos:
my = (Moiho + 5log D(mm)) — 5log 7
Assim, a diferenga sera:

6
me — my = 5(log 7 — log 6) = 5log - = -0,33

Ou seja, através de um telescépio, o aluno de pupila maior consegue ver
estrelas com uma magnitude limite maior que aquela do outro estudante.

4.7 Resolugao Angular

De acordo com a dualidade onda-particula, a luz pode agir tanto como uma
particula (f6ton) quanto como uma onda. Como veremos a seguir, o carater
ondulatorio da luz pode limitar a observacao com um telescopio.

4.7.1 Difracao da Luz

A difragao é caracterizada pelo “espalhamento” de uma onda ao encontrar
um obstdculo. Por exemplo, ao passar por uma fenda simples (linear), a luz
forma um padrao de intensidade muito especifico em um anteparo, que esta
representado na imagem abaixo.

Figura 4.50: Difracdo da luz através de uma fenda simples
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Por outro lado, quando a fenda possui formato circular, o padrao de inten-
sidade no anteparo assemelha-se a diversos anéis de raios variaveis. O disco de
maior intensidade no centro da distribuicao é chamado de Airy disk.

Figura 4.51: Difracao da luz através de uma fenda circular

Quando a luz de uma estrela passa por um telescépio, o fenémeno da di-
fragao influencia a formacao da imagem final. Especificamente, caso duas fontes
com uma baixa distancia angular entre si sejam observadas por um telescépio, é
possivel que a difracao faga com que seja impossivel distingui-las na imagem fi-
nal. Isso também ocorre quando observamos os dois fardis de um carro distante,
em que eles aparentam ser uma Unica fonte de luz.

4.7.2 Critério de Rayleigh

A situacao limite em que é impossivel distinguir duas fontes préximas nao é
muito bem definida. Entretanto, é usual considerarmos que isso ocorre quando
o centro do Airy disk de uma fonte estiver super-imposto no primeiro minimo da
outra fonte, assim como pode ser observado na imagem abaixo. Essa condi¢ao
é chamada de critério de Rayleigh.

08r

06

04

02~

cema i
<2 = 0 i z 3
Xx —

Figura 4.52: Critério de Rayleigh
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Matematicamente, o critério de Rayleigh diz que a menor separacao angular
Omin entre duas fontes para que seja possivel distingui-las é:

A
sen 8, = 1,225

Onde A é o comprimento de onda da luz envolvida e D é o diametro do
telescopio. Ainda, para O, < 1, sen€,,in = Omin, ou seja:

A

Ormin[rad] ~ 1,225

Uma consequéncia do critério de Rayleigh é a grande abertura que radiote-
lescopios devem possuir para que suas resolugoes angulares sejam baixas. Isso

ocorre pois ondas de radio possuem comprimentos de onda na ordem de metros.

Exemplo 3

Para um radiotelescépio que utiliza A = 5mm, quantas vezes sua aber-
tura precisa ser maior que a de um telescépio éptico para que seus poderes
de resolucao sejam iguais? Considere o comprimento de onda do visivel como
550 nm.

Solugao

Igualando o Critério de Rayleigh para os dois equipamentos:

Ar Ao
1,22— =1,22—
’ Dr ’ Do

Dividindo ambos os lados por 1,22:

A D,

X Do
Onde os indices ‘T’ e ‘0’ representam o radiotelescépio e o telescopio 6ptico,
respectivamente. O enunciado informou que A, = 5mm e que A\, = 550 nm.
Substituindo na equagao:

D, 5-1073m

D,  550-109m

Realizando a conta:

B ~[9000]

o
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4.8 Caracteristicas Fisicas

Assim como as pegas de um telescépio possuem grandezas que as diferenciam
um dos outros, como o diametro ou a distancia focal da objetiva, telescépios
também podem ser distinguidos entre si. Vamos ver algumas das grandezas
associadas a isso.

4.8.1 Distancia Focal

Em geral, telescépios épticos ndo passam de uma associagao de lentes e/ou
espelhos com o intuito de redirecionar a luz. Sabemos que cada um desses
componentes possui uma distancia focal que mede o grau de “redireciona-
mento” da luz. Por exemplo, em um telescépio refrator, a distancia focal da
lente priméria é chamada de distancia focal da objetiva, fop;. Analogamente, a
distancia focal da lente ocular é f,.,. Entretanto, também é comum dizermos
que um telescopio possui uma determinada distancia focal f. O significado
fisico dessa grandeza varia entre cada modelo. Entretanto, existem dois casos
classicos em que f e a distancia focal do espelho ou lente priméria sao idénticos.
Eles sao:

e Telescépios refratores galileano e kepleriano (f = fop;)

e Telescépio refletor newtoniano (f = distancia focal do espelho primério)

4.8.2 Aumento

Outra caracteristica importante de um telescépio é o seu aumento, também
chamado de aumento angular ou magnificacao. Ele compara o angulo compre-
endido por um objeto visto a olho nu e através de um telescépio. Na notagao
da figura 4.29, temos:

0;

A= —
o

Perceba que a fungao de um telescépio é aumentar o tamanho aparente de
um objeto, i.e. 6; > 6. Assim, A > 1 para telescopios bem construidos. O
aumento pode ser escrito em termos das distancias focais do telescépio e da
ocular através da seguinte relacao®’:

7
focu

fobj

A

Para os casos vistos em 4.8.1, A = Agora, vamos deduzir essa ex-

ocu
pressao para um telescépio refrator Kepleriano:

20Somente valida para 0, 0; < 1
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Exemplo 4

Em um telescépio refrator Kepleriano, encontre uma relagao geral entre 6y,

0i, fobj € focu € mostre que 972 — j: obj quando os angulos em questdo sdo
pequenos. 0 oct
Solugao

Como vimos na secao 4.3, podemos representar a situagao através do se-
guinte desenho:

Figura 4.53: Diagrama de raios

Perceba que escolhemos dois raios de luz muito especiais, visto que ambos
passam pelos centros épticos das lentes?!. Isso faz com que o seguinte tridngulo
seja formado:

21 muito comum utilizar esses raios em 6ptica.
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8 | L P b;
By \-—4..\_&"\‘”‘\ h i L 61'

Figura 4.54: Triangulo

Assim, temos as seguintes relacoes:

h
tanfy =
jbbj
e
h
tanf; =
focu
Dividindo essas equagoes:
tan 6; _ fobj
tan00 j;au

Que é a relagdo geral solicitada. Agora, sabemos que tanz ~ x [rad] para
r < 1. Assim, para 6y e 0; pequenos:

& ~ fobj
90 jbcu

Note que 6; e 6y nao precisam estar em radianos. Como s6 nos importamos
com a razao entre eles, basta que suas unidades sejam idénticas (e.g. graus,
segundos de arco, etc).

Um aumento maior ndo necessariamente significa uma imagem final melhor.
Para entender o porqué disso, considere dois telescopios de oculares idénticas
cujas lentes objetivas possuem didmetros iguais, ou seja, recebem a mesma
quantidade de luz. No telescépio de maior aumento, a luz terd que se distribuir
em um angulo sélido maior, fazendo com que a imagem fique mais escurecida.
A imagem abaixo ilustra esse fendémeno.
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Figura 4.55: Saturno observado com diferentes valores de magnificacao

Outra relacao importante relacionado ao aumento é a relagao entre o campo
de visao de um telescépio (Cy) com o de sua ocular (Coey). Sabemos que o
campo de visao é o angulo que representa o quanto do céu vocé pode observar
de uma vez s6. Assim, vamos supor que os angulos na imagem 4.29 estdo na
situacao “limite” de observacao do telescopio, ou seja:

Cocu
0; =
2
(§
C
0o = 5

Figura 4.56: As duas imagens foram tiradas com aumentos idénticos, porém
com campos de visdo da lente ocular diferentes
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4.8.3 Razao Focal

Uma outra grandeza associada a um telescépio é a sua razao focal R%2.
Seu valor é a razao entre a distancia focal do telescépio (f) e o didmetro de sua
objetiva (D), ou seja:

i
E=5

A razao focal é representada como [f/F]. Por exemplo, um telescépio f/10
possui uma razao focal igual a 10.

Agora, vamos analisar quais valores de razao focal sao ideais para cada tipo
de telescopio. De forma geral, queremos uma imagem grande e brilhante, entao
temos os seguintes fatores:

e Imagem grande — aumento grande — diminuicao do brilho

e Imagem brilhante — didmetro da objetiva grande

Como um aumento grande estd associado a uma distancia focal grande, uti-
lizamos telescépios de altas razoes focais (D pequeno e A grande) para observar
objetos muito brilhantes (como planetas e a Lua), visto que podemos utilizar
um aumento grande sem uma grande perda de brilho. Por outro lado, objetos
pouco brilhantes (como DSO’s) costumam ser observados com telescépios de
baixas razoes focais (D grande e A pequeno) para garantir a maior quantidade
de brilho possivel.

4.8.4 Saida de Pupila

Para maximizar o brilho de um objeto, toda a luz incidente em um telescépio
deve ser redirecionada para a pupila do observador. A saida de pupila quantifica
essa relagao e diz que:

D

pup:z

D

Onde Dy, é o didmetro da pupila do observador, que geralmente é cerca de
6 ou 7 milimetros, e D é o diametro da objetiva. Vamos deduzir essa expressao
para um telescopio refrator Kepleriano:

22E]a também pode ser representada pela letra F.
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A Plano focal

Diametro da pupila

>rt—>

f obj f ocu

F 3

Figura 4.57: Saida de pupila

Perceba que os triangulos AABP e ADCP sao semelhantes, ou seja:

D CD
fobj focu

Agora, podemos relacionar Dp,, com CD através do seguinte triangulo:

C 0;
i
8;
Dypup
D

Figura 4.58: Relacionando Dy, ¢ CD

Perceba:

Dy,
cosf; = =242

Juntando essas expressoes:

D cos9; _ fobj

= = A
Dpup focu
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Como 0; < 1 = cosf; ~ 1, chegamos na relagao desejada:

D
Dpup = —

A

4.8.5 Eficiéncia Quantica

Em um CCD, cada féton detectado é convertido em um sinal (elétron).
Entretanto, nem todos os fétons incidentes serao efetivamente detectados. Para

quantificar essa processo, utilizamos o conceito de eficiéncia quantica, que é
dada por:

Q o Ndetectados
e = ———

chidentes

Onde N é o numero de fétons. Ainda, vale ressaltar que Q). depende do
comprimento de onda da luz em questao.

4.8.6 Comprimento

O comprimento de telescépios refratores L é a distadncia entre a lente ob-

jetiva e a ocular. Assim, vamos encontrar expressoes de L para os modelos
Kepleriano e Galileano.

Telescépio refrator Kepleriano

Plano focal

f obj f ocu

Figura 4.59: Comprimento telescopio kepleriano

Pela imagem, pode-se perceber que:

‘LK = fobj +focu

Telescopio refrator Galileano
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Plano:focal

fobj

—
| f ocul

Figura 4.60: Comprimento telescépio Galileano

Perceba que a distancia entre o plano focal e a ocular é | foey|. Como a ocular
em um telescépio Galileano é uma lente divergente, focy, < 0= |focu| = — focus
jé que || = —x para = < 0. Assim, temos:

LG = fobj - |focu| - fobj +focu
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4.9 Escala de Placa

Na secao 4.2, estudamos qualitativamente os mecanismos que possibilitam
a formagdo de imagens em telescépios. Agora, dando prosseguimento & abor-
dagem qualitativa vista nas tltimas secoes, iremos estudar a escala de placa
de um telescépio.

4.9.1 Definicao

Quando analisamos o céu, é muito mais conveniente descrever as posicoes
dos objetos celestes a partir de angulos®® no lugar de distancias, uma vez que
eles, exceto os corpos do sistema solar, estao tao distantes que distancias abso-
lutas dificilmente possuem um significado muito profundo. Por exemplo, para
localizar uma estrela, é muito mais conveniente utilizar um sistema de coor-
denadas em que vocé possa dizer “a partir deste ponto, suba 20° e gire 47°
para o leste” do que um sistema cartesiano (os famosos eixos zyz) em que vocé
precise especificar a distancia do astro até cada eixo. Desse modo, é relevante
conseguirmos relacionar separacoes angulares no céu com distancias fisicas no
telescépio, e esse é o papel da escala de placa. Um exemplo muito comum
em questoes de astronomia é determinar quantos pixels s@o ocupados em um
CCD?** por um objeto celeste com didmetro angular conhecido, ou seja, que-
remos converter um angulo para uma distancia que pode ser medida com régua.

A
v

Figura 4.61: Escala de placa

Na figura acima estao representados alguns raios de luz vindos de um corpo
celeste entrando em um telescépio refrator. Como estudamos na segao 4.2, dado

23Isso estd muito relacionado ao conceito da esfera celeste, que seréd estudado no préximo
capitulo.
24Caso vocé precise refrescar a meméria sobre o que é um CCD, veja a subsecio 4.5.4.
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que os raios estao paralelos entre si, eles irao se encontrar em um tinico ponto
localizado no plano focal, que dista f da lente e é perpendicular ao eixo 6ptico.
Ainda, vimos que o raio de luz que passa pelo centro da lente nao sofre qualquer
tipo de desvio, logo a interseccdo desse raio com o plano focal é o ponto onde
todos os raios de luz irao convergir, como observado na imagem.

O significado fisico atrelado a figura 4.61 pode ser analisado quando inseri-
mos uma outra fonte de luz arbitraria muito préxima da direcao representada
pelo eixo 6ptico, i.e. 6 =~ 0. Perceba que os raios de luz dessa fonte encontram-se
muito préximos ao eixo do telescépio, ou seja, s ~ 0. Desse modo, podemos tra-
tar # como a separagao angular entre as fontes e s como a separacgao fisica
entre suas imagens, que sao os parametros quer queriamos relacionar inicial-
mente! Sendo f a distancia focal do telescopio, temos um triangulo retangulo
de catetos s e f e angulo 6, logo:

0= % o [1= Frand]

Que nos dé a separagao angular caso f e 6 sejam conhecidos. Entretanto,
onde a escala de placa aparece? Bom, vamos agora olhar para o caso especifico
em que 6 < 1, ou seja, a separagao angular é pequena:

s
— =tanf ~ 0 [rad
7 [rad]

Assim, podemos definir a escala de placa p como a razao entre a separagao
angular e a separagao fisica quando 6 é pequeno:

Onde [p] = rad/m.

Exemplo 5

Calcule o diametro, em ¢m, ocupado por uma galdxia de didmetro angular
3,000° quando projetada em um telescépio de distancia focal 1,000m.

Solugao
A rigor, podemos fazer:
s = ftan® = (Im) - tan(3°) = 5,241em
Entretanto, poderiamos primeiro ter calculado a escala de placa e entao feito

uso de sua defini¢ao:

1
p=—=1rad/m
7 /
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0 [rad

p
mos que 180° = 7 rad, logo:

Como s = e ja calculamos p, basta acharmos 6 em radianos. Sabe-

Por fim, temos:

0 [rad) T
7 3 13 Om 5,236cm

S =

Perceba que o valor calculado através da escala de placa é um pouco dife-
rente do resultado exato devido & aproximagdo tanf =~ 6 [rad]. Assim, caso
o enunciado nao mencione a escala de placa explicitamente, é recomendado
utilizar a forma com a tangente.

4.9.2 Em CCD’s

Como ja foi citado anteriormente, a utilizacao da escala de placa é especi-
almente relevantes em problemas com CCD, tanto que existe uma expressao
adaptada para esses aparelhos. Como CCD’s sao compostos por pixels, é co-
mum nos interessarmos pela quantidade de pixels ocupados, nao pela separagao
fisica diretamente. Desse modo, buscamos uma escala de placa que nos dé a
quantidade N de pixels ocupados em uma diregéo (pode ser interpretado como
didmetro em pixels) como fungao da separacao angular 6, ou seja:

0
pcep =

Agora, sendo | o lado de um pixel do CCD, pode-se observar que, dada
uma separacao fisica s, a quantidade de pixels ocupados em uma diregao sera:

S
N = 7 Ainda, como CCD’s geralmente sao utilizados para observar objetos

cujos valores de 6 sao pequenos, é mais conveniente utilizarmos uma expressao
que nos retorne valores em segundos de arco no lugar de [rad]. Como 1 rad =~

206265", i.e. 8 ['] = O[rad)] - 206265, temos:
206265 0"
bccop = 7 =N

Onde [pcep] = " /pixel.
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Exemplo 6

Calcule o diametro, em pixels, ocupado por uma aglomerado globular de
didmetro angular 40,0” quando projetado em um telescépio f/2,5 de didmetro
40,0cm com um CCD acoplado que possui pixels de lado 5um.

Solugao

Primeiro, vamos calcular a distancia focal f do telescopio através da razao
focal de 2,5 e do diametro de 40,0cm:

R:%:>f:Rd:1006m

Como sabemos o valor do lado do pixel, podemos calcular a escala de placa:

206265"
pccp = 7 -1 =1,03" /pixel

Perceba o quao conveniente é trabalhar com este valor. Sabemos que o
aglomerado possui didmetro angular de 40,0”, logo:

" /!
N 40

pccp 1,03 /pixel 36,8 pixe

Entretanto, como 1 pixel é o nosso “fundo de escala”, nao faz sentido falar
que algo ocupa 0,8 pixel, logo temos que a resposta final sao 39 pixel ocupados.

Apesar da “dedugao” da expressao para a escala de placa ter sido realizada
com um telescépio refrator, todos os célculos e definigoes apresentados funci-
onam para qualquer tipo de telescépio, desde que sua distancia focal f seja
obtida através de seu diametro e da razao focal.
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4.10 Fendémenos ()pticos

Até agora, estudamos os telescépios de maneira idealizada, levando em conta
somente os principios fisicos mais relevantes na trajetéria da luz. Entretanto,
existem alguns outros fenomenos que devem ser considerados em situagoes re-
ais, os quais iremos aprender nesta se¢do. Serdo 4 no total, 1 relacionado a
lentes/espelhos e 3 causados pela atmosfera.

4.10.1 Aberracao Cromatica

Dois aspectos relevantes sobre a refragao da luz que nao foram comentados
na segao 4.1.1 por serem relacionados & natureza da luz em si (Gptica fisica, nao

geométrica) sao?":

e O comprimento de onda da luz muda quando seu meio de propagagao é
alterado. Por outro lado, sua frequéncia permanece constante;

e O indice de refracao da luz em um meio depende de sua frequéncia.
Quanto maior a frequéncia, maior o indice de refracao.

O primeiro aspecto pode ser observado abaixo:

n=1 n=3

Figura 4.62: Quanto maior o indice de refragao, menor o comprimento de onda

Ja para o segundo aspecto, a aplicagao pratica é que o indice de refragao
para o azul é maior que o indice de refracao para o vermelho, ja que 0 fq.u >
Foermetho2 € vimos que n cresce com a frequéncia. Isso pode ser observado na
seguinte imagem:

25Vocé pode querer ler a secdo de espectroscopia do terceiro capitulo antes de prosseguir.

26Lembre-se que lasers azuis sdo extremamente mais perigosos que lasers vermelhos (mais
comuns), tanto que alguns modelos sdo proibidos no Brasil, ou seja, a energia de fétons azuis
é maior que a energia de fétons vermelhos. Como a energia é proporcional a frequéncia, isso
s6 é pOSSl,Vel se fazul > fvermelho'
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Figura 4.63: Quanto maior a frequéncia, maior o indice de refragao e, portanto,
maior o desvio. Isso é chamado de dispersao

Juntando essas aspectos, ja deve ser possivel imaginar o impacto da dis-
persao da luz em telescopios refratores. Tal fenomeno é conhecido como aberragao
croméatica. Imagens obtidas sem corrigir isso assemelham-se a figura 4.64.

Figura 4.64: Uma imagem de Jupiter sem correcao da aberragao cromética

Para corrigir o efeito da aberragao cromadtica, sao inseridas lentes apds a
lente objetiva chamadas de lentes apocromaticas. Na figura 4.65, estd re-
presentado o caso para somente uma dessas lente. Note que nao ¢é ideal colocar
muitas lentes em um telescépio, ji que elas aumentam o seu peso e absorvem
parte da radiacao luminosa. Por esse e diversos outros motivos, telescépios
refratores nao sao ideais para se observar objetos além do Sistema Solar.

SEM CORREGAO COM CORRECAO

]

Figura 4.65: Lente apocromaética
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4.10.2 Refracao Atmosférica

Como vimos na secao 4.1, a luz sofre um desvio quando passa por dois meios
de indices de refragao diferentes, assim como foi ilustrado na figura 4.4. Assim,
como a atmosfera possui uma densidade maior que a densidade do vacuo, a
luz das estrelas sofre um desvio quando passa por ela. Vale ressaltar que, por
defini¢do, n = 1 no vacuo.

Todos os meios possuem um indice de refracao, porém ele é maior em mais
densas. A densidade das camadas da atmosfera varia de acordo com suas
distancias até a superficie terrestre, sendo maéaximas nessa regidao e minimas
(= 1) quando torna-se impossivel distinguir o espago sideral da atmosfera. Nesse
sentido, a luz das estrelas sofre sucessivos desvios até chegar ao observador,
como pode ser observado na seguinte imagem:

Posigao aparente -*- -*- Posicao real
’1
ra

(vacuo) M= 1 p

s

Figura 4.66: Refragao atmosférica

O efeito pratico da atmosfera é diminuir o brilho observado dos astros (como
veremos na proxima subsecdo) e aumentar as suas alturas com relagao ao hori-
zonte (assim como ocorreu no astro da figura 4.66). Perceba que quanto menor
for a altura h de um astro, mais camadas da atmosfera sua luz ird percorrer. Por
outro lado, a luz de um astro que estd préximo do zénite (ponto infinitamente
acima do observador) percorre menos camadas. Assim, quanto mais préximo do
horizonte um astro estiver, maior sera o efeito da refragao atmosférica sobre ele.
Ou seja, a variagdo da altura é maior para astros mais préximos do horizonte.
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A refracao atmosférica préxima da atmosfera costuma ser dada como 7 =
34, assim como ilustrado na imagem abaixo. Uma consequéncia disso pode ser
observada no nascer do Sol: quando comegamos a ver a sua extremidade, na
verdade ela estd 34’ abaixo do horizonte.

Sol aparente

Sol verdadeiro

Figura 4.67: Refragao do Sol

4.10.3 Extingao Atmosférica

Faixas de absorcgao

A presenga de particulas num meio faz com que haja a absor¢do e espalha-
mento da luz. Na atmosfera, os principais componentes do ar (No, Og e O3)
nos protegem de ondas eletromagnéticas extremamente energéticas, i.e. com
frequéncias altas (ultravioleta em diante). Uma outra parte do espectro, o in-
fravermelho distante, é absorvida pelo vapor de agua da atmosfera. No fim,
sobram algumas regioes propicias para se realizar observagoes, correspondentes
as faixas do visivel, infravermelho préximo e micro-ondas/radio. Com-
primentos de onda maiores que isso sao totalmente refletidos de volta para o
espago pela ionosfera.
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Comprimento de onda

g
= g 5 =
B8 g g E B g £ g & B 5
e g g % E g g g
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| 1 | | | 1 | | | 1 | | 1
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i . . . .
Gamma|  Faios X Ultravioletal Infravermelho | Micro-ondas Radio
Radiagao solar
100% A Transmissao atmosferica
Absor¢ao por Absorgdo Absorgao Reflexdo pela
9 Ne O, por ozénio por vapor ionosfera
50% 1 d'agua
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danela doiih Janela do radio

optica  infravermelha

Figura 4.68: Transmissao das faixas do espectro eletromagnético na atmosfera

Variagcao da magnitude

Além de proporcionar a refragao atmosférica, a atmosfera faz com que o
brilho dos astros diminua quando comparado ao que seria visto sem ela. Cha-
mamos esse fenomeno de extingao atmosférica.

Por motivos que ultrapassam o escopo deste livro, pode-se demonstrar que a
magnitude de um astro visto através de um meio de opacidade constante varia
linearmente com a distdncia percorrida pela luz nesse meio (x). Quantitati-

vamente:

m=mgy+ kz

Onde mg é a magnitude vista de fora da atmosfera e x é a distancia que a
luz percorre na atmosfera. Vale ressaltar que é comum medir x em unidades
de massas de ar, em que uma massa de ar corresponde a espessura da atmosfera.

Agora, vamos expressar a equacao da extingdo atmosférica como funcao da
distancia zenital z de um astro (dngulo entre o zénite e um astro). Uma ca-
racteristica importante da atmosfera é que sua espessura é muito menor que o
raio da Terra, assim como ser observado na imagem abaixo. Assim, podemos
aproximar a Terra como plana para distancias zenitais pequenas. Isso faz com
que a relagao entre z e x fique muito mais simples.
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Assim, temos a seguinte situacao:

Atmosfera
Terra

Vendo a regiao préxima do observador:

e

B

Pelo triangulo formado:

cosz=— =x=Hsecz
T

Assim, temos a equacao da extingao atmosférica como funcao de z:

m = mgy+ K secz
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Onde K é o chamado coeficiente de extingao e depende da temperatura,
pressao, precipitagao, altitude, etc.

Perceba que essa formula s6 é valida para pequenas distancias zenitais, ja
que a aproximacao da Terra plana deixa de valer para z grande. Por exemplo, a
expressao encontrada diz que m tende a infinito no limite em que z se aproxima
de 90°, o que nao é o caso. Essa situagao é melhor representada pela figura
4.67.

Exemplo 7

Astronautas da ISS calcularam que a magnitude de uma cerca estrela é
3. Qual seria sua magnitude vista por um estudante quando o angulo entre a
estrela o horizonte calculado por ele é 80°7 Considere o coeficiente de extingao
atmosférica como 0,15.

Solugao

A distancia zenital nesse caso é z = 90° — 80° = 10°. Como z é pequeno,
podemos utilizar a equagao padrao da extingao atmosférica:

m = mg + K secz

Pelo enunciado, my =3 e K = 0,15. Assim:

m =3+ 0,15sec 10° :

4.10.4 Seeing/Cintilagao

Ao contrério do que se pode imaginar, a atmosfera estd em constante movi-
mento. O movimento e turbuléncia das massas de ar faz com que a luz chegue
de forma irregular, tanto em intensidade quanto em diregao.

A variagao da intensidade faz com que o brilho de estrelas varie com inter-
valos de tempo pequenos. Isso faz com que elas parecam “piscar”.

J4 airregularidade na diregdo de propagagao causa borroes na imagem (pode
variar entre 1”7 até dezenas de segundo de arco, dependendo das condigoes do
local). Isso pode limitar a resolu¢do méxima de telescépios, especialmente se o
tamanho do seeing for préximo das dimensoes trabalhadas.
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Figura 4.69: Seeing estelar

December 6, 2015 December 11, 2015
11:17.4 UT 11:10.3 UT

Figura 4.70: Jupiter vista com seeing diferentes pelo mesmo telescépio

4.11 Problemas

4.1. (Iniciante) A imagem abaixo mostra a montagem de um telescdpio e o seu
sistema éptico, que podem ser classificados, respectivamente, como:

L

a) Montagem equatorial Forquilha e telescopio Kepleriano

c
d

)
b) Montagem altazimutal Dobsoniana e telescépio com foco Coudé
) Montagem equatorial Germéanica e telescépio Newtoniano

)

Montagem equatorial Chassi e telescépio Schmidt-Cassegrain



278 CAPITULO 4. TELESCOPIOS E DETECTORES

4.2. (Iniciante) (P1 Online/2019) Que tipo de telescépio é mais adequado para
se estudar o interior das nuvens de poeira interestelar?

a) telescopio espacial ultravioleta

b) telescépio Gptico de grande abertura

¢) radiotelescépio

d) telescépio espacial de raios gama

4.3. (Iniciante) Dois telescépios 1 e 2 séo tais que Dy = 2Dy e f; = 4fs.
Sabendo que o telescépio 2 levou 20 minutos para observar uma estrela, quanto
tempo o telescopio 1 levaria para observar o mesmo astro?

4.4. (Iniciante) (P1 Vinhedo/2021) Um estranho objeto parecido com uma bola
de beisebol esta rapidamente em queda livre em rota de colisao com a cabega
do nosso cosmonauta favorito: Bismarck. FEle admira desatento a paisagem
do planeta sem atmosfera Jamn-19b sem notar o objeto nao identificado. Seu
amigo Bruno Pizza, atento, olha para cima e percebe o corpo estranho. Entao,
prontamente, alerta Bismarck da ameaga e ambos dao alguns passos e se safam.
Considere que o diametro de uma bola de beisebol é 7,40 cm, que no momento
descrito a abertura da pupila de Bruno era de 6 mm, que ele enxerga apenas em
550 nm e que sua visao é saudavel. Qual foi a distancia entre os olhos de Bruno
e a bola no momento em que ela tornou-se visivel como um corpo extenso?

4.5. (Iniciante) (P1 online/2021 adap.) O gréfico a seguir traz a curva da mag-
nitude aparente do Cometa C/2020 F3 (NEOWISE). Os pontos pretos vieram
de dados observacionais de astronomos ligados a Rede de Astronomia Obser-
vacional (REA-Brasil). As curvas em azul correspondem ao melhor ajuste aos
dados observacionais e a curva em vermelho corresponde a curva teérica feita
através dos parametros orbitais do cometa. Se considerarmos que a pupila pos-
sui um diametro de 6 milimetros, a partir de que més se tornou possivel observar
o NEOWISE utilizando um telescépio com abertura de 60 mm?
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C/2020 F3 (NEOWISE)

10 g ,"" \‘\
12—~ :
: Data
1°maio  1%jun 1% jul 1° ago 1° set

Figura 4.71: Magnitude do cometa NEOWISE por més

4.6. (Intermediério) Certo telescépio refletor possui um espelho primdrio que
reflete somente 60% dos fétons incidentes. Apds trocar esse espelho por um que
reflete 95%, qual foi a diferenga de magnitude limite do equipamento? Considere
que os outros espelhos do telescépio sao ideais.

4.7. (Intermedidrio) Mococé possui uma lente ocular de distancia focal 25 mm
e campo de visao 50°. Para observar Jupiter, ele possui como opgao dois te-
lescépios que, com a lente ocular, possuem /2 e {/7. Apds escolher o melhor
modelo para observar seu alvo, Mococé percebeu que o campo de visao do
telescopio era igual a 1°. Assim, calcule a magnitude limite do equipamento
escolhido.

[Para resolver os préximos 3 problemas, é recomendado que vocé leia o capitulo
de astronomia de posi¢do antes]

4.8. (Intermedidrio) (IAO) Um pinguim localizado exatamente no Polo Sul
observa que a borda inferior do Sol estd tocando o horizonte. Nesse mesmo
momento, como um urso polar localizado no Polo Norte veria o Sol? Considere
o didmetro aparente do Sol como 32’ e a refragao atmosférica como 30’.

4.9. (Intermedidrio) Qual o intervalo de declinagdo das estrelas que nunca po-
dem ser vistas da cidade de Lavras, MG? (Latitude ¢ = —21° | refragdo at-
mosférica préxima ao horizonte 32')

4.10. (Avangado) Num lugar de latitude é +60° foi realizado o monitoramento
da magnitude aparente m de uma estrela em funcao de seu angulo horario. Os
resultados foram plotados no seguinte grafico:
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Figura 4.72: Grafico magnitude versus dngulo horario

Sabendo que a estrela tem declinacdo § = +60°:

a) Determine o coeficiente de extingdo da atmosfera no lugar analisado.

b) Determine a magnitude da estrela vista de fora da atmosfera.

4.12 Gabarito

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

A resposta correta é a alternativa “c”, montagem equatorial Germénica
e telescépio Newtoniano.

Primeiramente, perceba que a distancia focal de um telescépio nao possui
nenhuma influéncia no tempo de integragao. Por exemplo, dois telescopios
de mesma abertura com distancias focais diferentes irao receber a mesma
quantidade de fétons, ja que somente a area exposta as estrelas influencia a
captacdo de luz. Assim, o tempo de integracdo do telescépio 1 serd 22 = 4

vezes menor que esse valor para o telescopio 2, i.e. Vil 5 minutos.

Como foi abordado na segao 4.4.4, comprimentos de onda maiores sdo me-
nos absorvidos pela poeira, pois essas particulas absorvem principalmente
luz com comprimento de onda com tamanho comparavel ao seu. Assim, o
melhor equipamento para realizar essa tarefa é o radiotelescépio.

Para Bruno observar o objeto como corpo extenso o didmetro angular
do objeto deve ser maior que a resolugao minima de seu olho. Podemos
calcular essa resolucao minima utilizando o Critério de Rayleigh, pois a
questao informou que o didmetro da pupila é 6 mm e a observagao foi feita
em A = 550 nm.

A 550 - 10~° metros
Omin = 1,22— = O = 1,22
men D e 0,006 metros
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Opmin = 1,12-107% rad

O diametro angular de um objeto esférico em radianos pode ser calculado
D . . .

como fop; = —, D sendo seu diametro e r a distancia até o observador. No
r

instante que o olho de Bruno conseguiu resolver o objeto pela primeira vez,
o diametro angular do objeto era igual ao valor do Critério de Rayleigh
do olho, assim podemos igualar os dois:

D
amin = eobj - emin = ?

O enunciado ja nos forneceu o valor de D, e como calculamos 6,,;,, pode-
mos substituir os valores e descobrir o 7:

0,074 metros 0,074

1,12-107% = — ="
’ r "T 112104

r =~ 660 metros

A questao considera que a pupila humana possui 6 mm de didmetro, entao
podemos calcular a magnitude limite do telescépio pela equagao:

Myim = 2,1 + 5log D (mm)

Sabemos que D = 60 mm, assim a magnitude limite é:

Miim = 2,1 + 5log 60 = my;m, ~ 11

Assim, para observar o NEOWISE com este telescépio, o cometa deve
) b

possuir uma magnitude menor que 11. Observando o grafico, percebemos

que isso ocorre a partir do més de maio.

Vamos chamar de my e m,, as magnitudes limites antes e depois da troca
do espelho, respectivamente. Ha duas maneiras para resolver o exercicio:

Opcao 1

A primeira consiste de deduzir a magnitude limite de um telescépio con-
siderando o fator k£ é analoga ao que fizemos na subsecao de magnitude
limite (4.6.2). Utilizando a mesma notagao de antes, temos:

k(thzn ' At) = FOmin ' Apup
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Isso pois somente uma fragao k£ da poténcia total que entra no telescépio
(Fymin - A¢) vai para a pupila do observador. Como a drea é proporcional
ao quadrado do diametro:

thin D2

pup

FOmin B kD?

Agora, por Pogson:

2

Fmin D u
Miigm — Molho = 7235 10g <Ft > = 7275 log ( ka§> (41)
Omin

Ou seja:

D2
mo = Molho — 275 log (0 ggg)

Dy
My = Molho — 25510g 0.95D2

Subtraindo as equagoes:

0,95
0,6

m, —mo = 2,51og(0,95D?) — 2,510g(0,6D?) = 2,5log

Realizando a conta, obtemos m,, — mg = .

Opcgao 2

A outra maneira de resolver o problema é considerar a “area 1til” do
telescopio. Temos que somente uma fracao k dos fétons incidentes efeti-
vamente irao para a pupila do observador. Desse modo, isso é analogo
a utilizarmos um telescépio ideal de area k vezes menor para observar
0 mesmo astro na situacao limite. Essencialmente, estamos dizendo que
um telescépio de “refletividade” k e drea A; possui a mesma magnitude
limite que um telescépio ideal (reflete todos os fétons incidentes) de drea
Ayt = kA;. Assim, basta utilizarmos a equagao padrao para a magnitude
limite com a area ttil:

A A
Miim — Molho = _2’510g (Apuzz> - _2,510g ( k]j:p>
uts ¢
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Como a area é proporcional ao quadrado da abertura:

Dzu
Miim — Molho = 7275 IOg (]{JPD;)>

Que € idéntica a equacao 4.1, i.e. o resultado obtido serd o mesmo.

Podemos comegar a resolugao relacionando o campo de visao do telescopio
com o campo de visao da ocular e o aumento. Como vimos na subsecao
4.8.2:

COCU
Cy = 1
Ou seja:
C 50°
c, 1o 50

Agora, podemos relacionar o aumento com a distancia focal f do telescopio
e focu:

f

A =
focu

Ou seja:

f=50-25mm = 1250 mm

A questao também informa que Mococé escolheu o telescépio de melhor
razao focal para observar de Jupiter. Como vimos na subsecao 4.8.3, o
telescépio de maior razao focal é ideal para isso. Ou seja, ele utiliza o
equipamento de R = 7. Assim:

f
R==
D
Como temos R e f, podemos achar D:
D= w ~ 178,6 mm

Utilizando a equacao da magnitude limite de um telescépio:

Miim = 2,1 4+ 5log 178,6 =
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Se a borda do Sol toca o horizonte, a altura real do centro do sol é:

h@ = —(77 — R@) = —(30/ — ].6’) = —14’

Onde Ry = 16’ é o raio aparente do Sol. Como o pinguim estd no Polo
Sul, a declinagao do Sol no dia da observagao é ¢ = +14'.

Ja no Polo Norte, a altura do Sol sera:

By = 14" + 30/ = | 44']

Ou seja, tanto o penguin quanto o urso polar observam o Sol acima do
horizonte.

Fazendo um desenho do movimento das estrelas em Lavras, temos:

Figura 4.73: Planificagao da esfera celeste

Se nao houvesse refracao, o limite seria simplesmente:

d>90° —|¢| = > 69°

Entretanto, a presenca da refracao atmosférica faz com que um astro de
declinagao um pouco maior eventualmente possa ser visto no horizonte,
assim como ilustrado pela figura 4.73. Assim temos:
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§>90°— || +n=0>69°32

Assim, o intervalo de declinagoes de estrelas que nunca sao visiveis é:

69°32' < 6 < 90°

4.10. a) Primeiramente, perceba que as magnitudes minimas e maximas serao
atingidas nos momentos de culminagao superior e inferior, respectiva-
mente. Ou seja:

— ¥ ==—_Polo Visivel

Horizonte

Figura 4.74: Planificagdo da esfera celeste

Olhando para a figura, temos que:
z (o)
6+§=90°:>z:60

Ainda, podemos mostrar que a culminacao superior ocorre exatamente
no zénite. Dessa forma, podemos escrever as equagoes de extingao:

Mmaz = Mo + K sec z

Manin = Mo + K sec0°

Como sec0° = 1, podemos subtrair essas equacoes para obter:
b
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m (mag)
23 (mag)

21

}
|
|
|

|
H (Hotas)

0 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Figura 4.75: magnitudes maxima e minima obtidas do grafico.

Mmaz — Mmin = K (sec60° — 1)
Ou seja:

Mmax — Mmin

sec60° — 1

Pelo grafico, obtemos mynqe = 2,243 € myyin = 2,120, Assim:

o 2,2423:12,12 _

b) Como descobrimos K, basta substitui-lo em uma das duas equagoes de
extingao para encontrarmos mg:

Mumin = mo + K = mg = 2,12 — 0,123 :



Capitulo 5

Astronomia de Posicao

A Astronomia de Posigao é um ramo da astronomia dedicado ao estudo
da posigao dos astros. Como ficard mais claro apds a introducao do conceito de
esfera celeste, os angulos que determinam a diregao de um astro sao mais rele-
vantes do que sua distancia até o observador. Tais angulos estao estritamente
relacionados ao sistema de referéncia utilizado, este que depende de cada
situacao especifica. Ainda, hd uma preocupacao com o movimento dos astros
no céu, como o Sol, a Lua e as estrelas. Por fim, a ferramenta matematica que
nos permite relacionar todos esses conceitos entre si é chamada de trigonome-
tria esférica.

Os estudos de Astronomia de Posi¢ao foram amplamente utilizados durante
o periodo das Grandes Navegacoes, em que o conhecimento do céu permitia
guiar as viagens nos oceanos, afinal, entender bem o céu possibilita que vocé se
localize na Terra e reconheca as diregoes dos pontos cardeais. Atualmente, o uso
do GPS torna o estudo de astronomia de posicao dispensavel para navegacoes,
entretanto, essa area da Astronomia ainda exerce uma funcao essencial nas
observagoes astronémicas.

5.1 A Esfera Celeste

Ao observarmos o céu, temos a impressao de que os astros estao fixos em
uma enorme esfera centrada na Terra. Devido as grandes distancias que a mai-
oria dos astros' estdo de nés, eles aparentam girar em torno de um tnico eixo
com uma taxa constante - nascendo préximos ao leste e se pondo perto do oeste.
A essa esfera, damos o nome de esfera celeste.

Ainda, o movimento da esfera celeste é resultado da rotacao da Terra. Note

L As principais excecdes sdo os corpos do sistema solar, que, gracas as suas baixas distancias
até a Terra, vagam “livremente” pelo céu.

287
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que, no referencial do “universo”, as estrelas estao paradas e nds é quem estamos
girando. Entretanto, no nosso referencial (da Terra), sdo os astros que estao se
movimentando. Vista de cima, a Terra gira no sentido anti-horario (oeste para
leste), ou seja, a esfera celeste ird girar no sentido contrério no nosso referencial
- de leste para oeste?. Vale ressaltar também que o raio da esfera celeste é
infinitamente grande, ja que ela nao passa de uma projecao das posicoes dos
astros em um “plano de fundo”.

Sentido da rotagado aparente
da esfera celeste

Polo Celeste Norte

G

quador Celeste

Polo Celeste Sul

Figura 5.1: Esfera celeste e sua rotagao

5.1.1 Elementos da Esfera Celeste

Para entendermos melhor o conceito de esfera celeste, precisamos ver alguns
de seus elementos:

e Equador Celeste: grande circunferéncia® formada pela interseccio do
plano perpendicular ao eixo de rotagdo da Terra (plano do Equador) com
a esfera celeste.

25 por isso que os astros nascem no leste e se péem no oeste.

3A definicio de grande circunferéncia serd aprofundada apenas na segdo 5.4.1. Por en-
quanto, é suficiente a seguinte breve defini¢do: uma grande circunferéncia é a intersec¢ao de
uma esfera com um plano que contém o centro desta esfera.
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e Polo Celeste Norte (PCN): ponto da esfera celeste em que o eixo de
rotacao da Terra a intercepta no hemisfério Norte. Ou seja, pode ser
entendido como a projecao do Polo Geografico Norte na Esfera Celeste.

e Polo Celeste Sul (PCS): ponto da esfera celeste em que o eixo de
rotacao da Terra a intercepta no hemisfério Sul. Ou seja, pode ser en-
tendido como a projecao do Polo Geografico Sul na Esfera Celeste. E
diametralmente oposto ao Polo Celeste Norte.

e Paralelos: circulos na esfera celeste que sao paralelos ao Equador Celeste.

e Meridianos: semicirculos na esfera celeste que contém ambos os polos
celestes.

PCN
Meridianos Paralelos
Equador |
Celeste
PrPCS

Figura 5.2: Esfera celeste e alguns de seus elementos

5.2 Sistemas de Coordenadas

Para que seja possivel determinar a posicao de um astro no céu, é necessario
estabelecermos sistemas de coordenadas convenientes para os nossos objetivos.
Um sistema de coordenada baseia-se em um plano fundamental (com seus res-
pectivos polos) e, a partir disso, define-se duas coordenadas: uma sobre o plano
fundamental e outra perpendicular a esse plano. Na astronomia de posicao,
existem 5 principais sistemas de coordenadas:

e Coordenadas equatoriais
e Coordenadas horizontais

e Coordenadas hordrias
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e Coordenadas eclipticas

e Coordenadas galacticas

Entretanto, antes de analisarmos cada um deles, vamos relembrar o sistema
de coordenadas utilizados na Terra, as coordenadas geograficas.

5.2.1 Coordenadas Geograficas

Esse sistema utiliza o Equador da Terra como plano fundamental e suas
coordenadas sao a longitude geografica e a latitude geogréfica. Ele é utilizado
para determinar a posicao de um local na superficie terrestre.

e Longitude geografica (\): arco medido sobre o Equador terrestre com
origem no meridiano de Greenwich e fim no meridiano da localidade. O
intervalo de valores para a longitude geografica é:

—180° < A < +180°

em que o sinal negativo indica que o local estd a Oeste do meridiano
de Greenwich e o sinal positivo indica que o local estda a Leste desse
meridiano.

e Latitude geogréfica (¢): arco medido sobre o meridiano do local com
origem no equador terrestre e fim no préprio local. Seu intervalo é:

—90° < ¢ < 490°

em que o sinal negativo indica que o local estd no Hemisfério Sul e o sinal
positivo indica que ele estd no Hemisfério Norte.

Figura 5.3: Coordenadas geograficas
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5.2.2 Coordenadas Equatoriais

Esse sistema utiliza o Equador Celeste como plano fundamental e suas co-
ordenadas sao a ascensao reta e a declinagdo. E um sistema utilizado para
determinar a posicao de astros na esfera celeste.

e Ascensao Reta (a): arco medido sobre o equador celeste com origem
no Ponto Vernal (y)* e fim no meridiano do astro. E contado no sentido
horério se a esfera celeste for vista do sentido Sul-Norte (isso equivale a
dizer que ela cresce para leste). Seu intervalo é:

Oh < a < 24h

e Declinagao (§): arco medido sobre o meridiano do astro com origem
no equador celeste e fim no proprio astro. Possui o seguinte intervalo de
valores:

—90° < < 490°

em que o sinal negativo indica que o astro estd no Hemisfério Celeste Sul
e o sinal positivo indica que o astro estd no Hemisfério Celeste Norte.

Equador Celeste

Figura 5.4: Coordenadas equatoriais

4A definigio do Ponto Vernal (v) seré explicada na segdo 5.2.5. Por enquanto, basta saber
que ele é um ponto bem determinado no Equador Celeste.
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O sistema de coordenadas equatoriais é fixo na esfera celeste e, portanto,
suas coordenadas ndo dependem do lugar ou instante de observacdo. A as-
censao reta e a declinagao de um astro permanecem praticamente constantes
por longos perfodos de tempo®, i.e. é possivel encontrar a posicdo de um objeto
astronomico através de suas coordenadas equatoriais.

5.2.3 Coordenadas Horizontais

Esse sistema utiliza o Horizonte como plano fundamental e suas coordena-
das sdo o azimute e a altura (ou a distancia zenital). E um sistema utilizado
para determinar a posigao de astros no céu para um observador e um instante
especificos.

e Horizonte: plano tangente a superficie terrestre na posi¢cao do observa-
dor. Como o raio da Terra é muito menor que o raio da esfera celeste,
pode-se considerar que o plano do horizonte passa pelo centro da esfera
celeste, ou seja, sua intersecgao na esfera celeste (a linha do horizonte®) é
uma grande circunferéncia.

e Zénite: ponto acima do observador em que a Esfera Celeste é intercep-
tada pela vertical do lugar. Essa vertical é a reta perpendicular ao plano
do horizonte passando pelo observador.

e Nadir: ponto diametralmente oposto ao zénite.
e Circulos de altura: circulos na esfera celeste paralelos ao horizonte.

e Circulos verticais: circulos na esfera celeste que contém o zénite e o
nadir.

e Pontos cardeais Norte (N) e Sul (5): Projegoes do PCN e do PCS,
respectivamente, na linha do horizonte.

e Pontos cardeais Leste (L) e Oeste (O): Pontos sobre a linha do
horizonte que podem ser encontrados a partir dos pontos cardeais N ou S
através da rosa dos ventos.

e Meridiano Local: semicirculo maximo que liga os pontos cardeais norte
e sul passando pelo zénite.

5Como veremos no apéndice de movimento préprio, elas mudam, mas muito lentamente.
6Intersecgdo do plano do horizonte com a Esfera Celeste.
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Zénite
Circulos Circulos
veriticais de altura
Q. .
e o deleielel M WA ST =\
S& \‘I IN
Horizonte L
Nadir

Figura 5.5: Elementos relevantes para as coordenadas horizontais (W é oeste e
E é leste

A partir desses conceitos, sdo definidas as duas coordenadas desse sistema:

e Azimute (A): arco medido sobre o horizonte com origem no ponto car-
deal Norte e fim no circulo vertical do astro. Geralmente, o sentido da
contagem se dé no sentido Norte-Leste-Sul-Oeste (i.e. cresce para oeste).
O intervalo de valores para o azimute é:

0° < A <360°

As vezes”, o azimute é medido a partir do Sul. Nesses casos, ele cresce no

sentido Sul-Oeste-Norte-Leste.

e Altura (h): arco medido sobre o circulo vertical do astro com origem no
horizonte e fim no préprio astro. A altura possui o seguinte intervalo de
valores:

—90° < h < 490°

7Caso o enunciado néo especifique a origem, considere que ela é o ponto cardeal norte.
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O 7¢nite

Figura 5.6: Coordenadas horizontais

No lugar da altura, podemos utilizar uma coordenada chamada de distancia
zenital para medirmos angulos perpendiculares ao plano do horizonte. Ela é:

e Distancia zenital (z): arco medido sobre o circulo vertical do astro com
origem no zénite e fim no proprio astro. Portanto, a distancia zenital e a
altura de um astro sao angulos complementares, isto é:

Assim, pode-se concluir que os valores possiveis para a distancia zenital
de um astro estao no intervalo:

0° <z <180°



5.2. SISTEMAS DE COORDENADAS 295

Zénite ®

Horizonte

Figura 5.7: Coordenadas horizontais

Agora que vimos os sistema de coordenadas equatoriais e horizontais, é
importante compreendermos a relacdo entre eles. A figura 5.8 representa um
observador na superficie terrestre e o polo celeste correspondente ao hemisfério
da Terra em que ele se encontra (no caso da imagem, o observador estd no
hemisfério Sul, logo ele verd o PCS).

Equador

&
Wag,, il

Figura 5.8: Horizonte de um observador

Com isso em mente, podemos chegar em um resultado extremamente
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relevante para a astronomia de posigao:

A altura do polo celeste elevado é a latitude do local de observacgao

Vamos demonstrar isso. Primeiramente, temos na figura 5.9 que o angulo
entre o Equador da Terra e o observador que, pela definicdo, é a latitude ge-
ogréfica ¢, é igual ao angulo entre o Equador Celeste e o zénite do observador.
Desse modo, sendo §z a declinagao do zénite, temos:

02| = |9]

Além disso, como o eixo de rotagao da Terra e a linha Norte-Sul sao per-
pendiculares ao Equador Celeste e a vertical do lugar, respectivamente, entao
pode-se concluir que o médulo da declinacao do zénite serd igual ao a altura
hp do Polo Celeste Elevado (o Polo Celeste que estd acima do horizonte para
um determinado observador). Logo:

02| = hp

Em suma, podemos concluir que o médulo da latitude de um local |¢] é
igual ao médulo da declinacao do zénite dz e é igual a altura do polo celeste
elevado hp, assim como queriamos demonstrar! Podemos escrever essas relacoes
algebricamente:

(o] = 1621 = hr]

Zénite

Polo Celeste
Elevado

Horizonte

Equador
Celeste

Figura 5.9: A latitude como a altura do polo celeste elevado
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Ainda, é importante perceber as seguintes relacoes:

e Caso o observador esteja no hemisfério norte, ele vera o PCN, mas nao
o PCS;

e Caso o observador esteja no hemisfério sul, ele verd o PC'S, mas nao o
PCN.

Perceba também que o Equador Celeste sempre interceptard os pontos car-
deais Leste e Oeste, pois, por sua definigao, o Equador Celeste deve interceptar
o Horizonte em uma linha que passa pelo centro da esfera celeste e que é per-
pendicular a linha Norte-Sul. Essa linha formada por essa interseccao € a linha
Leste-Oeste, como vocé pode observar na figura 5.10:

Horizonte

Equador Celeste

Nadir

Figura 5.10: Sistema equatorial e horizontal

Em suma, deve-se compreender que o sistema horizontal é um sistema local,
isto é, ele é fixo na Terra. As coordenadas azimute e altura (ou azimute e
distancia zenital) dependem do lugar e do instante da observagdo e nao sao
caracteristicas do astro.

5.2.4 Coordenadas Horarias

Esse sistema utiliza o Equador como plano fundamental e suas coordena-
das s@o a declinagio (a mesma coordenada utilizada no sistema equatorial) e o
angulo horario. E um sistema utilizado para determinar a posi¢ao de astros no
céu de um observador em particular e possui importantes aplicagoes no estudo
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de escalas de tempo.

E interessante notar que esse sistema baseia-se em elementos do sistema
equatorial (como o Equador Celeste) e do sistema horizontal (como o Meridiano
Local).

e Angulo horério (H): arco medido sobre o equador celeste com origem
no meridiano local e fim no meridiano do astro.

Meridiano Local

[0}

Equador Celeste

Nadir

Figura 5.11: Coordenadas horarias

H&a 2 convencgoes bastante utilizadas para tal angulo:

— Crescendo para oeste, ou seja, no sentido do movimento diurno® dos
astros, independentemente do azimute do astro. Nesse caso:

Oh < H < 24h

8Esse fenémeno serd tratado com mais aprofundamento na segéo 5.3.
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Horizonte

Equador Celeste

Nadir

Figura 5.12: Primeira convengao

— Dependente do azimute do astro. Caso o astro esteja a oeste do
meridiano local:

Oh < H <12h

Entretanto, caso o astro esteja a leste do meridiano local:

—12h < H < 0h

Desse modo, no caso da figura 5.13, o astro teria H = 0 quando
estivesse sobre o meridiano local, H = 6h quando estivesse no mesmo
meridiano do ponto cardeal oeste e H = —6h quando estivesse no
mesmo meridiano do ponto cardeal leste.
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Horizonte

Equador Celeste

Nadir

Figura 5.13: Coordenadas horarias

A partir do conceito de dngulo horario, pode ser definido o tempo sideral
local® TSL como o angulo horario do Ponto Vernal. Assim como o tempo
solar, é uma medida de tempo, e aumenta ao longo do dia.

O tempo sideral local pode ser determinado a partir do angulo horario H e
da ascensao reta a de um astro qualquer pela seguinte relacao:

TSL=H+ «

5.2.5 Coordenadas Eclipticas

Esse sistema utiliza a Ecliptica como plano fundamental e suas coordenadas
sao a longitude ecliptica e a latitude ecliptica. E especialmente tutil quando
estamos tratando do Sol ou da precessao da Terra.

Alguns planos e pontos relevantes para esse sistema de coordenadas sdo:

e Ecliptica: plano determinado pela trajetéria anual aparente do Sol na es-
fera celeste como resultado do movimento de translacao da Terra. Também
pode ser entendido como a projecao do plano orbital terrestre na Esfera
Celeste. Analisaremos a ecliptica novamente na subsegao 5.3.4.

90 conceito de tempo sideral serd aprofundado no préximo capitulo.
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e Polo Ecliptico Norte (PEN): intersec¢do mais préxima ao PCN da
esfera celeste com a reta perpendicular ao plano da ecliptica que passa
pelo centro da esfera celeste.

e Polo Ecliptico Sul (PES): intersec¢ao mais préxima ao PCS da esfera
celeste com a reta perpendicular ao plano da ecliptica que passa pelo
centro da esfera celeste. E diametralmente oposto ao Polo Ecliptico Norte.

e Ponto de Aries (7): também conhecido como Ponto Vernal ou Ponto
v, é o ponto de intersecgdo da Ecliptica com o Equador Celeste quando o
Sol estd se deslocando do hemisfério Sul para o hemisfério Norte em seu
movimento anual pela Ecliptica.

e Ponto de Libra (2): é o ponto de interseccao da Ecliptica com o Equa-
dor Celeste quando o Sol esta se deslocando do hemisfério Norte para o
hemisfério Sul em seu movimento anual pela Ecliptica. E diametralmente
oposto ao Ponto Vernal.

Ecliptica

Figura 5.14: O Equador Celeste e a Ecliptica

Note na figura acima que o plano da ecliptica possui uma inclinacao e
em relagao ao Equador Celeste. Esse angulo é chamado de obliquidade da
ecliptica e seu valor é de e = 23°27'. Essa inclinacao é resultado da inclinagao
existente entre o eixo de rotagao da Terra e sua érbita, como ilustrado na ima-
gem abaixo:
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.=
-

Equador
Celeste

S PCS
PES

Figura 5.15: Obliquidade da ecliptica e a inclinagao do eixo de rotagao da Terra.

A partir desses conceitos, sdo definidas as duas coordenadas desse sistema:

e Longitude ecliptica (I): arco medido sobre a ecliptica com origem no
Ponto Vernal e fim no meridiano ecliptico'® do astro. E contando no
sentido hordrio se a esfera celeste for vista no sentido PES-PEN (andlogo
a crescer para leste). Seu intervalo de valores é:

0° <1<360°

e Latitude ecliptica (b): arco medido sobre o meridiano ecliptico do astro
com origem na Ecliptica e fim no préprio astro. Possui o seguinte intervalo
de valores:

—90° < b < +90°

em que o sinal negativo indica que o astro estd no hemisfério Ecliptico Sul
e o sinal positivo indica que o astro estd no hemisfério Ecliptico Norte.

10analogamente ao meridiano do sistema equatorial, é qualquer semicirculo na esfera celeste
que contém o PEN e PES.
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Ecliptica

Figura 5.16: Coordenadas eclipticas

Figura 5.17: Sistema ecliptico e equatorial

E importante perceber que, pela definicao de ecliptica como sendo a tra-
jetoria anual aparente do Sol na esfera celeste, pode-se concluir que a latitude
ecliptica do Sol sempre serd be = 0°.
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5.2.6 Coordenadas Galacticas

Esse sistema utiliza o Equador Galdctico como plano fundamental e suas
coordenadas sao a longitude galactica e a latitude galdctica. E um sistema uti-
lizado para estudar o contetiido e a estrutura da Via Léctea.

Alguns elementos relevantes para esse sistema de coordenadas sao:

Equador Galactico: plano que passa pelo Centro Galactico e contém o
plano central da Galaxia.

Polo Galéactico Norte (PGN): uma das intersecgoes da esfera celeste
com a reta perpendicular ao Equador Galédctico que passa pelo centro
da esfera celeste. Das duas interseccoes, o PGN e o PGS, o primeiro
fica mais préximo do PCN. Suas coordenadas equatoriais sao: apgy =
12h49m e dpay = 27°24'.

Polo Galactico Sul (PGS): ponto diametralmente oposto ao PGN.

Centro da Galaxia (CG): centro da Via Léctea. Suas coordenadas
equatoriais sdo: acg = 17h43m e dog = —28°55’.

Nodo ascendente do Equador Galdactico (NA): ponto de interseccao
do Equador Galactico com o Equador Celeste cuja ascensao reta é de
anya = 18h49m.

PCN

Equador
Celeste

o/ PGS

Equador
Galactico

Figura 5.18: Coordenadas galacticas

Note na figura acima que o Equador Galactico possui uma inclinagao G em
relagao ao Equador Celeste de médulo G = 62,4°.
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A partir desses conceitos, sao definidas as duas coordenadas desse sistema:

e Longitude galdctica (L): arco medido sobre o Equador Galdctico com
origem no centro da Galdxia e fim no meridiano galdctico'’ do astro.
E contando no sentido hordrio se a esfera celeste for vista no sentido
PGS-PGN (anélogo a crescer para leste). Possui o seguinte intervalo de
valores:

0° < L <360°

e Latitude galactica (B): arco medido sobre o meridiano galactico do as-
tro com origem no Equador Galéctico e fim no préprio astro. Seu intervalo
de valores é:

—90° < B < 490°

em que o sinal negativo indica que o astro esta no hemisfério Galactico Sul
e o sinal positivo indica que o astro estd no hemisfério Galactico Norte.

Equador
Gal3ctico

Figura 5.19: Coordenadas galacticas

Hanalogamente ao meridiano do sistema equatorial, é qualquer semicirculo na esfera celeste
que contém o PGN e PGS.
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PGN/*®

Equador
Celeste

e/ PGS

Equador
Galactico,

Figura 5.20: Coordenadas galacticas

Lembre-se que a longitude galactica L é contada partindo do Centro da
Galédxia CG, ndo do nodo ascendente N A. As coordenadas galdcticas do nodo
ascendente sao: Bya = 0° e Lya = 32,3°.

5.2.7 Resumo dos Sistemas de Coordenadas Astrondémicas

’ Sistema, ‘ Coordenadas ‘ Intervalo ‘
. 0: declinacao —90° < § < +90°
Equatorial ~
o ascensao reta Oh < o < 24h
. h: altura —90° < h < +90°
Horizontal )
A: azimute 0° < A < 360°
, . §: declinagao —90° < 6§ < +90°
Horario . ..
H': angulo horario 0Oh < H < 24h
.. b: latitude ecliptica —90° < b < 490°
Ecliptico . o
l: longitude ecliptica 0° <1 <360°
L. B: latitude galdctica | —90° < B < +90°
Galéctico . oo
L: longitude galactica 0° < L <360°

5.3 Movimento Diurno dos Astros

Como um observador na Terra vé a esfera celeste rotacionar no sentido
anti-horario quando vista ao longo do sentido Sul-Norte, podemos concluir que
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um observador na Terra vera as estrelas girando ao redor do PCN no sentido
anti-horario e as estrelas girando ao redor do PC'S no sentido horario.

Como vimos na secao 5.1, a esfera celeste e, consequentemente, os astros
incrustados nela, giram no sentido contrario ao da Terra. O sentido de rotacao
da Terra pode ser facilmente descrito pela regra da mao direita, assim como
ilustrado na figura abaixo. Desse modo, apontando o dedao para o PCN, os
astros giram no sentido contrario aquele de fechamento da palma da mao.

Polo Norte

Rotacdo da Terra

Figura 5.21: Rotagao da Terra e regra da mao direita

Isso implica que, ao longo de um dia, um observador na Terra vé as estrelas
surgirem no horizonte préximos ao ponto cardeal leste (azimute 0° < A < 180°),
percorrerem circulos diurnos paralelos ao Equador Celeste e, por fim, desapa-
recerem no horizonte no hemisfério ocidental (azimute 180° < A < 360°).

O intervalo de tempo que uma estrela demora para dar uma volta com-
pleta em seu circulo diurno é denominado dia sideral e possui duracao de
Dyiq = 23h56m04s'2.

As figuras abaixo ilustram o movimento diurno dos astros na esfera celeste
para observadores em uma latitude intermediaria qualquer ¢, observadores nos
polos ¢ = +£90° e no Equador ¢ = 0°.

12Mostraremos isso no préximo capitulo.
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e Numa latitude qualquer (¢)

Como j& vimos, a altura do polo celeste visivel (PCN para ¢ > 0 e PCS
para ¢ < 0) corresponde ao médulo da latitude.

R . Lt N . ) . .

K . N e Lo e o %
& \ N s / N
Horizonte M
Fa rizon >

Figura 5.22: Movimento diurno dos astros numa latitude qualquer. Na figura
a esquerda, —90° < ¢ < 0°. J4 na figura a direita, 0° < ¢ < 90°

e Nos Polos (¢ = £90°)

Nesse caso, o polo celeste elevado coincide com o zénite do observador.
Ou seja, o observador no Polo Norte terd o PCN coincidindo com o seu
zénite e o observador no Polo Sul terd o PC'S coincidindo com o seu zénite.
Portanto, os circulos diurnos dos astros serao paralelos ao horizonte.

Zéniteg PCN

Horizonte Horizonte

Figura 5.23: Movimento diurno dos astros nos polos. A figura a esquerda
representa o Polo Sul, ja a figura da direita representa o Polo Norte

e No Equador (¢ =0°)

Nesse caso, o PC'N coincide com o ponto cardeal Norte e o PC'S coincide
com o ponto cardeal Sul. Portanto, os circulos diurnos dos astros serao
perpendiculares ao horizonte.
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Horizonte T

Figura 5.24: Movimento diurno dos astros no Equador

5.3.1 Nascer, Ocaso e Passagem Meridiana de um Astro

Define-se o nascer de um astro como o instante em que ele possui altura
h = 0° enquanto ela estd aumentando (i.e. azimute 0° < A < 180°). Em
outras palavras, o nascer de um astro é o instante em que ele surge na linha do
horizonte.

Analogamente, define-se o ocaso de um astro como o instante em que ele
possui altura h = 0° enquanto ela estd diminuindo (i.e. azimute 180° < A <
360°). Em outras palavras, o ocaso de um astro é o instante em que ele desa-
parece no horizonte.

Por fim, define-se a passagem meridiana de um astro como o instante
em que ele se encontra sobre o meridiano local. Pela simetria da situacao, esse
instante ocorre exatamente no instante médio entre o nascer de um astro e seu
ocaso. Ou seja, o intervalo de tempo entre o nascer e a passagem meridiana de
um astro é igual ao intervalo de tempo entre a passagem meridiana e o ocaso.

5.3.2 Culminagao Superior e Inferior

Durante seu movimento diurno, um astro realiza duas passagens meridia-
nas. A passagem meridiana em que o astro atinge sua altura méxima chama-se
culminagao superior, enquanto que a passagem meridiana em que o astro
atinge sua altura minima chama-se culminagao inferior.

Podemos encontrar a distancia zenital z de um astro em sua culminacao
superior em func¢do de sua declinacdo § e a latitude do observador ¢. Para
relacionarmos essas grandezas, analisaremos os 4 casos possiveis através de
cortes da esfera celeste.
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e Observador no hemisfério norte
1.d<¢

2.0>¢

e Observador no hemisfério sul
1.o<¢

2.6> 6

Primeiramente, vamos analisar a situa¢ao no hemisfério norte (HN):

N ¢&—Horizonte

Nadir Nadir

Figura 5.25: Na figura da esquerda, temos § < ¢. Ja na figura da direita, temos
d > ¢. Ambos os casos sao no HN

Portanto, para um observador no hemisfério Norte (¢ > 0), temos:
Se ¢ < ¢ (esse caso também inclui declinagoes negativas):

p=z+0=>z2=¢—¢
Se § > ¢:

d=z4+¢p=>2z=0—¢

Agora, vamos analisar o que ocorre no hemisfério sul (HS):
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Nadir

Figura 5.26: Em ambas as figuras, ¢ < 0 (observador no HS). Na figura da
esquerda, temos 6 > ¢ e § < 0 (j4 que || < |¢|). J& na figura da direita, temos
0 <ped <0 (jaque 0] > |g|).

Para o observador no hemisfério sul, é necessario utilizar o médulo nos
angulos da declinacao e da latitude para manter a coeréncia geométrica de que,
apesar de convengoes feitas, um angulo nao pode ser negativo.

Assim, quando ¢ < 0, entdo |§| = —§. Por outro lado, como ¢ < 0, entao

9| = —o.

Dessa maneira, para um observador no hemisfério Sul (¢ < 0), temos:
Se || > |¢], ou seja, se § < ¢:

z+|gl =8| = z=1[0] - |¢p| =0
Se || < |¢], ou seja, se & > ¢ (esse caso também inclui declinagdes positivas):

2410l =lpl=z=[¢| 10| =0—-¢

Portanto, percebe-se que quando § < ¢, obtém-se que z = —(d—¢) e quando
0 > ¢ obtém-se z = +(§ — ¢). Assim, podemos generalizar:

2= £(6-9)
em que o sinal positivo vale para d > ¢ e o sinal negativo vale para § < ¢.
Como veremos na subsecao 5.6, nao é recomendado decorar a equagao de

cada caso. E suficiente lembrar que ha duas situacgoes possiveis para cada sinal
da latitude determinadas pela comparacao entre § e ¢.
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5.3.3 Estrelas Circumpolares

Vocé pode ter notado na figura 5.22 que, dependendo da latitude do obser-
vador, estrelas préximas ao polo celeste visivel descrevem seus circulos diurnos
integralmente acima do horizonte. Analogamente, estrelas préximas ao polo
oculto podem permanecer todo o tempo abaixo do horizonte para certos obser-
vadores. Essas estrelas sao chamadas de estrelas circumpolares.

Se as culminagoes superior e inferior de um astro ocorrerem acima do hori-
zonte, ele é chamado de circumpolar visivel.

Se as culminagoes superior e inferior de um astro ocorrerem abaixo do ho-
rizonte, ele é chamado de circumpolar invisivel.

A imagem abaixo ilustra as regides em que se encontram as estrelas circum-
polares visiveis e invisiveis para um observador no HN. Se ele estivesse no HS,
a situagao seria andloga.

Zénite

Circumpolares
visivels

Meridiano
Local

Circumpolares
invisiveis

Figura 5.27: Estrelas circumpolares visiveis e invisiveis na esfera celeste.

Agora, vamos encontrar a relagao algébrica entre a latitude de um observa-
dor e a declinagao de um astro para que este seja circumpolar. E conveniente
analisarmos o corte da esfera celeste, assim como representado na seguinte ima-
gem:
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Zénite

Circumpolares
visiveis

PCN

Horizonte

PCS

Circumpolares
invisiveis

Nadir
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Figura 5.28: Estrelas circumpolares visiveis e invisiveis no meridiano local.

Assim como fizemos no caso das culminacées superiores e inferiores, preci-

samos analisar alguns casos:

e Observador no HN (¢ > 0)

e Observador no HS (¢ < 0)

Em ambos esses casos, para que uma estrela ser circumpolar visivel, sua
altura deve ser no méximo 2|¢| e no minimo |¢| durante a culminagio superior.
Portanto, estrelas que possuem altura |¢| < h < 2|¢| em sua culminagéo supe-

rior s&o circumpolares visiveis.

Sabendo disso, podemos determinar o médulo da declinacao minimo para

que uma estrela seja circumpolar visivel. Pela figura 5.29, temos:

900 = |¢| + |5m1'n| = |6m1’n| == 900 — |(b‘

Note que esse resultado pode ser generalizado para observadores no HS, ja

que estamos tratando do médulo da declinagao.
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)

\ ’
b ’
\ Zénite

\

Horizonte

Figura 5.29: Relacdo entre ¢ e ¢ para uma estrela ser circumpolar visivel

Agora, para que uma estrela seja circumpolar invisivel, sua altura deve ser
no méximo 0° e no minimo —|¢| durante a culminacao superior. Portanto,
estrelas que possuem altura —|¢| < h < 0° em sua culminagao superior sao
circumpolares invisiveis.

Com isso, podemos realizar um procedimento andlogo aquele das circumpo-
lares visiveis. Perceba pela figura 5.29 que o angulo entre o plano do horizonte
e 0 equador celeste & direita do zénite é |0] e que o dngulo entre o horizonte e
o polo oculto (PCS) a direita do zénite é |¢|, ou seja:

90° = |¢] + [omin| = |6mm| = 90° — |¢|

Portanto, vemos que a expressao de |dmm| (0 médulo, néo d,,:,!) é a mesma
tanto para circumpolares visiveis e invisiveis. Dessa maneira, podemos genera-
lizar:

6] = 90° — |9

Como ambas as incognitas estao em modulo, perceba que encontraremos
dois intervalos como solucéo para § dado um valor de ¢ e dois intervalos como
solugao para ¢ dado um valor de 8. Isso é coerente com o esperado, pois lembre-
se que tal expressao vale para ambas circumpolares visiveis e invisiveis.

Portanto, das duas solugoes obtidas ao aplicar essa férmula, basta realizar
uma breve andlise para descobrir qual é a condicao de circumpolaridade visivel
e qual é a condicao de circumpolaridade invisivel.
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Exemplo 1

Um observador estd localizado em uma latitude ¢ = —30°. Qual é o intervalo
de declinacoes para que uma estrela esteja sempre acima do horizonte? E qual
é o intervalo para que uma estrela esteja sempre abaixo do horizonte?

Solucao

Pela condigao de circumpolaridade:
[6] > 90° — |p| = 90° — 30° = 60°

Se ¢ < 0, entdo |0] = —4. Por outro lado, se § > 0, entdo |§| = §. Logo, as

duas solugoes sao:
o

Agora, é simples associar cada uma das solugoes ao tipo de circumpola-
ridade. Perceba que das declinagoes negativas representam estrelas préximas
ao polo visivel (PCS) do observador, i.e. elas representam as circumpolares
visiveis. Analogamente:

Estrelas com declinaggo § < —60° estardo sempre acima do horizonte e
estrelas com declinacao § > 60° estarao sempre abaixo do horizonte.

Um fato interessante é que é possivel determinar a latitude de um local
apenas medindo as alturas hs e h; de um astro em suas culminagoes superior e
inferior, respectivamente.

Sabemos que o angulo entre os astros e os polos celestes sempre sao os
mesmos (90° — § ou 90° 4 ). Assim, sendo 6 o dngulo entre um astro e o polo
celeste elevado, temos que suas alturas durantes as culminagoes serao:

hi:|¢|_9
hs = [¢| + 0

em que essa expressao de hg vale somente se a estrela culminar superior-

mente com o mesmo azimute de sua culminacao inferior!3.

13Por exemplo, isso ndo ocorre se a culminacéo inferior for & esquerda do zénite e a superior
for a direita, o que é possivel. Fica como exercicio ao leitor encontrar a relagao entre as
latitudes e as alturas nessa situacao.
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Somando as duas equagoes:

hiths =2|¢] =040 = ||¢] = =———

5.3.4 Sol

Como resultado do movimento de rotagao da Terra, o movimento diurno
do Sol se d4 no mesmo sentido das estrelas, ou seja, no sentido de Leste para
Oeste. Entretanto, diferentemente das estrelas, a ascensao reta e a declinagao
do Sol ndo permanecem constantes ao longo de um ano devido a sua trajetdria
sobre a Ecliptica (que é fruto da translacao da Terra ao redor do Sol).

O Sol percorre uma volta completa na ecliptica no periodo de uma translagao
da Terra, ou seja, em 1 ano. Como a Orbita terrestre é aproximadamente cir-
cular'#, o Sol caminha, sobre a ecliptica com uma velocidade angular aproxima-
damente constante.

Devido a variagao da ascensao reta do Sol, que pode ser observada na figura
5.30, ele se move ~ 1° por dia'® para leste, o que faz com que o intervalo de
tempo entre duas passagens meridianas consecutivas do Sol seja ~ 4min maior'®
que o das estrelas.

Como a ecliptica possui uma inclinacdo em relagdo ao Equador Celeste de
e = 23°27 devido & inclinacao do eixo de rotacao da Terra em relacio a seu
plano orbital, a declinacdo do Sol varia anualmente entre —23°27 < §, <
+23°27" passando por 4 pontos peculiares na ecliptica:

14No préximo capitulo serd aprofundado os efeitos da pequena excentricidade da érbita da

Terra no movimento diurno do Sol.
360°

365 dias
16 A velocidade de rotacio da Terra é cerca de

15Estamos fazendo a razao = 1°. Claro, isso é somente uma estimativa.
360° 1°

24h ~ 4min

, i.e. a diferenca de 1° leva

~~ 4 min para ser “corrigida”.
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PCN

Equindcio de

Setembro ™ -

---------- Solsticio de
Junho

-------

Equador
Celeste

Solsticio de Y
Dezembro\j Equinécio de

Ecliptica Marco

PCS

Figura 5.30: Posi¢oes do Sol ao longo do ano.

Equindcio de margo: ocorre por volta do dia 21/03 quando o Sol cruza o
Equador Celeste indo do hemisfério celeste Sul ao hemisfério celeste Norte.
Isso significa que o Ponto v encontra-se nesse ponto. Suas coordenadas
equatoriais nessa data sao: ag = 0Oh e do = 0°.

Solsticio de junho: ocorre por volta do dia 22/06 quando o Sol encontra-
se em sua maxima declinacao. Logo, suas coordenadas equatoriais nessa
data sdo: ag = 6h e dg = +23°27".

Equinécio de setembro: ocorre por volta do dia 21/09 quando o Sol
cruza o Equador Celeste indo do hemisfério celeste Norte ao hemisfério
celeste Sul. Isso significa que o Ponto £ encontra-se nesse ponto. Logo,
suas coordenadas equatoriais nessa data sdo: ag = 12h e 6o = 0°.

Solsticio de dezembro: ocorre por volta do dia 21/12 quando o Sol
encontra-se em sua minima declinagao. Logo, suas coordenadas equatori-
ais nessa data sdo: ag = 18h e Jg = —23°27".

O resultado dessa variacao da declinagao do Sol ao longo do ano d& origem as

estacgoes do ano, pois ela é acompanhada de uma mudanca no circulo diurno
do Sol durante um ano. Como ilustrado na figura 5.31, a declinagao do Sol

varia anualmente entre —23°27’ e +23°27’.
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Zénite

23°27,

Equador
Celeste

Nadir

Figura 5.31: Circulos diurnos do Sol variando a declinagao entre § = —23°27’
e d = +23°27.

Por sua vez, a variagao dos circulos diurnos do Sol interfere na incidéncia
solar, provocando alteracoes climaticas durante as diferentes estagoes do ano.
Por exemplo, quando o circulo diurno é maior (§ < 0 no HS, p.ex.), uma locali-
dade recebe mais luz solar durante um dia, portando dando origem as estacoes
quentes (i.e. Verdo).

Podemos resumir esses resultados:

e Ao longo de um dia, a trajetoria do Sol é praticamente idéntica aquela de
uma estrela qualquer. Ele nasce no leste, se poe no oeste, culmina, pode
ser circumpolar, etc.

e Ao longo de um ano, a trajetéria didria do Sol varia principalmente devido
a alteracao de sua declinagao. Assim como estd ilustrado na figura 5.31,
ela varia anualmente entre —23°27" e +23°27'.

5.3.5 Lua

O plano orbital da Lua tem uma inclinagao de 5°9" em relacao & ecliptica.
Apesar desse angulo permanecer aproximadamente constante, o plano orbital
nao é fixo, movendo-se tal que seu eixo descreve um circulo completo em torno
do eixo da ecliptica num periodo de 18,6 anos.
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Portanto, em relacao ao Equador Celeste, a orbita da Lua tem uma in-
clinagdo que varia de 18,4° (23,5° — 5,15°) a 28,7°(23,5° 4 5,15°).

Por dia, a Lua se move 360°/27,3 dias & 13° para leste em relacao as estrelas.
Esse movimento é um reflexo da revolucao da Lua em torno da Terra, que se
d4 a cada 27,3 dias (més sideral). Como o Sol se move a 1° para leste por dia,
entao, por dia, a Lua estd ~ 12° a leste do Sol. Devido a isso, a Lua cruza o

meridiano local 12° - (4m1n

1o > ~ 50 min mais tarde do que no dia anterior.

5.4 Trigonometria Esférica

A trigonometria esférica é uma ferramenta matemédtica que possibilita re-
lacionar arcos e angulos na esfera celeste, portanto sendo extremamente im-
portante para a Astronomia de Posicdo. Nesta secdo, iremos estudar algumas
de suas propriedades.

5.4.1 Triangulos Esféricos
Definicao

Antes de introduzirmos a ideia de um tridngulo esférico, é importante saber
o que sao as grandes circunferéncias (também chamadas de circunferéncias
méximas). Uma grande circunferéncia é definida como qualquer circunferéncia
na superficie esférica cujo centro coincide com o centro da esfera. Qualquer cir-
cunferéncia na superficie esférica que nao satisfaga isso é chamada de pequena
circunferéncia.

pequena
EX circunferéncia

grande
<L/ circunferéncia

Figura 5.32: Pequena e grande circunferéncia.

Quando duas circunferéncias maximas se interceptam em um ponto, formam
entre si um angulo esférico. Sua medida é igual ao dngulo plano entre as
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tangentes no ponto de intersecgao dos dois arcos que formam o angulo esférico.
Analogamente, esse angulo pode ser representado em um arco esférico. Tal arco
deve ser de uma circunferéncia maxima contida entre os dois lados do angulo
esférico e distantes 90° de seu vértice, assim como ilustrado na figura 5.33.

Figura 5.33: A esquerda mostra-se um angulo esférico e a direita mostra-se os
correspondentes desse angulo.

Com isso, pode-se perceber que arcos de circunferéncias maximas em triangulos
esféricos podem ser medidos por angulos. Isso é especialmente conveniente em
astronomia de posicao, pois dificilmente nos interessamos pelo raio da esfera
celeste, que é essencialmente infinito.

Agora que sabemos os conceitos de grande circunferéncia e angulo esférico,
vamos definir o que é um triangulo esférico.

Triangulos esféricos nao sao quaisquer figuras formadas por trés arcos na su-
perficie de uma esfera; seus lados devem ser arcos de grandes circunferéncias.
Denotamos os angulos de um triangulo esférico pelas letras maitsculas (A4,B,C)
e seus lados correspondentes por letras minusculas (a,b,c). Em outras pala-
vras, se trés pontos da superficie esférica sado unidos por arcos de circunferéncia
maxima menores que 180°, a figura obtida denomina-se triangulo esférico, como
na imagem abaixo:
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(v

Figura 5.34: Triangulo esférico e os arcos de grande circunferéncia que o forma.

Vale enfatizar que os lados de tridngulos esféricos sao arcos de grande cir-
cunferéncia pois esses arcos definem a menor distancia entre dois pontos na
superficie de uma esfera, assim como a menor distancia entre dois pontos em
um plano é uma reta.

Propriedades

e A soma dos angulos de um triangulo esférico ndo é constante, como é o
caso de um tridngulo plano (180°). Ela é sempre maior que 180 graus e
menor do que 540 graus. Inclusive, todo o excesso a 180 graus é direta-
mente proporcional & drea do tridangulo esférico.

e A soma dos lados de um triangulo esférico é maior do que zero e menor
do que 180 graus.

e Os lados maiores estao opostos aos angulos maiores no triangulo esférico.

e A soma de dois lados do triangulo esférico é sempre maior do que o terceiro
lado, e a diferenca é sempre menor.

e Cada um dos lados e angulos do triangulo esférico é menor do que 180
graus.

Para “resolver” (encontrar os valores de todos os lados e dngulos) um tridngulo
esférico, é necessério conhecer no minimo trés elementos: ou trés angulos, ou
trés lados, ou dois lados e um angulo, ou um angulo e dois lados. Isso é feito
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a partir de certas relagoes fundamentais, das quais serao apresentadas as trés
principais: lei dos cossenos, lei dos senos e lei do cosseno-cosseno ou lei dos 4
elementos. Cuidado para nao confundir as leis dos senos/cossenos com aquelas
de triangulos planos.

5.4.2 Leil dos Cossenos

De maneira geral, a lei dos cossenos relaciona os seguintes elementos de um
triangulo esférico:

e A: um angulo do tridngulo esférico
e LO: o lado oposto a esse angulo
e LA;: um dos lados adjacentes a esse angulo

e L A5: o outro lado adjacente a esse angulo

LA,

LA,
LO

Figura 5.35: Elementos envolvidos na lei dos cossenos.

A partir disso, a lei dos cossenos é escrita como:

cos LO = cos LA cos LAy +sen LA sen LA cos A

Por exemplo, aplicando essa expressao ao triangulo esférico genérico da fi-
gura 5.34, obtemos as seguintes expressoes:
cosa = cosbcosc+ senbsen ccos A
cosb = cosacosc + senasen ccos B

cosc = cosacosb+senasenbcosC
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5.4.3 Lei dos Senos

A lei dos senos relaciona os seguintes elementos:
e A;: um angulo do tridngulo esférico

e LO;1: o lado oposto a esse angulo

As: outro angulo do triangulo esférico

LOs: o lado oposto a esse outro angulo

Figura 5.36: Elementos envolvidos na lei dos senos.

Essa lei estabelece que:

sen A sen Ag

sen LO;  sen LOs

Por exemplo, aplicando essa expressao ao triangulo esférico genérico da fi-
gura 5.34, obtemos as seguintes igualdades:

senA senB senC

sen a senb  senc
5.4.4 Lei do Cosseno-cosseno ou Quatro Elementos
Nessa lei, os elementos utilizados estao dispostos da seguinte maneira:
e L;: lado interno

e Lp: lado externo
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e A;: angulo interno

e Ap: angulo externo

Ly

Ag

Figura 5.37: Elementos envolvidos na lei do cosseno-cosseno.

Perceba que ela recebe o nome de “Lei dos quatro elementos” pois relaciona
quatro elementos consecutivos em um triangulo esférico. Ela diz que:

cot LgpsenL; = cot Apsen A; + cos Ay cos Ly

Por exemplo, aplicando essa expressao ao triangulo esférico genérico da fi-
gura 5.34, obtemos as seguintes equagoes:

cotbsenc = cot Bsen A + cosccos A
cot bsena = cot Bsen C + cosa cos C
cotasenb = cot Asen C + cosbcosC
cot asen c = cot Asen B + cos ccos B
cot csena = cot C'sen B + cosa cos B

cotcsenb = cot C'sen A + cosbcos A

5.5 Exemplos de Aplicacao

Nessa segao, serao apresentados alguns exemplos cldssicos na astronomia
de posicao que fazem uso da trigonometria esférica com o intuito de tornar a
aplicacao dessas leis e conceitos mais intuitiva para o leitor.



5.5. EXEMPLOS 325

5.5.1 Distancia Angular

Sejam 1 e 2 dois astros arbitrarios na esfera celeste. Para encontrarmos a
distancia angular d entre eles, basta conhecermos as coordenadas de ambos os
astros em um determinado sistema de coordenadas!”.

Por exemplo, dadas as coordenadas equatoriais desses astros, podemos cal-
cular a distancia angular d entre eles a partir do seguinte tridngulo esférico:

PCN

Equador Celeste

Figura 5.38: Triangulo esférico utilizado para calcular a distancia angular entre
dois astros.

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo esférico acima, obtemos:

cosd = cos (90° — 1) cos (90° — d2) + sen (90° — d7) sen (90° — d3) cos A

Note que é irrelevante distinguir se Aa = a3 — ag ou se Aa = as — ag, pois
cos(z) = cos(—x).

Como sen(90° — x) = cosx e cos(90° — z) = sen x, temos:

’ cos d = sen d1 sen da + cos 01 cos dg cos A

Perceba que um processo equivalente pode ser feito para encontrar a distancia
angular entre dois pontos conhecendo as coordenadas de ambos em um outro

17Na realidade, dado um sistema de coordenadas, basta conhecer as coordenadas perpen-
diculares ao plano fundamental de ambos os astros e a diferenga entre as outras coordenadas
de cada astro.
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sistema de coordenadas astronomicas. Por exemplo, dadas as latitudes e lon-
gitudes de duas cidades na Terra, a expressao da distancia angular entre eles
seria parecido com a calculada para o sistema equatorial. Ainda nesse caso,
poderfamos encontrar a distancia real (em unidade de comprimento) multipli-
cando a separagao angular pelo raio da Terra.

5.5.2 Triangulo de Posicao

Um dos triangulos esféricos mais comuns e 1teis é o chamado Tridngulo de
Posigao, que é um tridangulo esférico formado por um astro, o zénite do obser-
vador e o polo celeste elevado (PC'N ou PCS). Ele é especialmente importante
pois possibilita relacionar os sistemas de coordenadas horizontais e equatoriais.
A imagem abaixo ilustra essa situacao.

Zénite

Equador
Celeste

Horizonte

Figura 5.39: Exemplo de triangulo de posigao

Podemos aplicar no tridngulo de posicao da figura acima as 3 leis apresen-
tadas da trigonometria esférica para relacionar seus lados e angulos esféricos:

e Pela lei dos cossenos, temos:

cos z = cos (90° — 0) cos (90° — ¢) + sen (90° — d) sen (90° — ¢) cos H

‘cosz = senésend)—&—cosécosqﬁcosH‘

Ainda, podemos relacionar:

cos (90° — §) = cos z cos (90° — ¢) + sen zsen (90° — ¢) cos (360° — A)

‘sené = coszsen(b—i—senzcosqbcosA‘
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e Pela lei dos senos, temos:

sen(90° — §) sen z cosd  senz

sen(360° — A)  sen H 7| senA  senH

pois sen(360° — x) = —sen .

e Pela lei do cosseno-cosseno, temos:

cot (90° — J) sen (90° — ¢) = cot (360° — A) sen H + cos (90° — ¢) cos H

‘tanécosd) = —cotAsenH—i—sen(bcosH‘

pois cot(90° — z) = 2;81880 :3 = ii:i = tanz e cot(360° — x) =
cos(360° — x) cos T

= = —cot .
sen(360° —x) —senx

Ainda, podemos relacionar:

cot zsen (90° — ¢) = cot H sen (360° — A) 4 cos (90° — ¢) cos (360° — A)

‘cotzcosqﬁz —cotHsenA+sen¢cosA‘

E importante lembrar que o que acabamos de fazer foi com o intuito de
transmitir a ideia geral do que deve ser feito em problemas de trigonometria
esférica. O triangulo de posigao da figura 5.39 é apenas um exemplo, e portanto
nao deve ser considerado como um caso geral. Como veremos na secao 5.6, o
ideal nao é memorizar as equagoes recém-deduzidas, e sim, compreender os
fundamentos por tras delas.

5.5.3 Tempo de Permanéncia de um Astro Acima do Ho-
rizonte

Para calcular o tempo de permanéncia de um astro acima do horizonte,
comegamos calculando o angulo horédrio no ocaso Hyceso de um astro com de-
clinacdo § visto por um observador de latitude ¢.
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Zénite

Equador
Celeste

Horizonte

Figura 5.40: Triangulo de posicao para um astro no ocaso

Aplicando a lei dos cossenos nesse triangulo de posicao:

0 —send
,CQS‘W: Senasen(ﬁ + COS(SCOS(Z&COS (Hocaso) = COS (Hocaso) = LSGHQS
cos d cos ¢

’ 08 (Hocaso) = — tan d tan ¢ ‘

Como o angulo horario de um astro em um determinado ponto é uma me-
dida direta do intervalo de tempo entre sua passagem meridiana e sua chegada
nesse determinado ponto, podemos dizer que o angulo horéario do astro no ocaso
H,caso € igual ao intervalo de tempo entre sua passagem meridiana e seu ocaso.

Agora, lembrando que o intervalo de tempo At; entre o nascer e a passagem
meridiana é igual ao intervalo de tempo Aty entre a passagem meridiana e o
ocaso, podemos calcular o intervalo de tempo At entre o nascer e o ocaso de
um astro, obtendo:

At = Aty + Aty
Como Aty = Aty = Hyeuso, €ntao:

At = 2I{ocaso

Isolando o H,..s, Na equacao encontrada anteriormente a partir da trigono-
metria esférica, obtemos Hyeqso = arccos(— tan ¢ tan d), logo:

At = 2 arccos(— tan ¢ tan §) ‘
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Portanto, nota-se que o intervalo de tempo At entre o nascer e o ocaso de
um astro com uma determinada declinacao § depende apenas da latitude ¢ do
observador.

5.5.4 Conversao entre Sistemas de Coordenadas

A trigonometria esférica também nos permite a converter as coordenadas de
um astro em um sistema para um outro. Por exemplo, o tridngulo de posigao
exerce o papel de converter coordenadas equatoriais em horizontais ou vice-
versa, além de possibilitar relaciona-las com o dngulo horario de um astro.

Agora, vamos ver apenas a conversao entre as coordenadas eclipticas e equa-
toriais, uma vez que as relagoes entre outros sistemas aplicam ideias anédlogas.

Eclipticas e Equatoriais

Primeiramente, veremos o caso para um astro de latitude ecliptica b qualquer
posicionado no primeiro quadrante da ascensao reta, como representado na
figura abaixo:

Equador Celeste

Ecliptica

Figura 5.41: Caso para um astro em uma latitude ecliptica b qualquer no pri-
meiro quadrante de ascensao reta.

Note que os angulos X e Y representados na imagem valem X = (90° 4 «)
eY =(90° —1).

Aplicando as 3 leis da trigonometria esférica, obtemos as seguintes equacoes:

e Pela lei dos cossenos:

c0s(90° — b) = cos(90° — ) cos e + sen(90° — 0) sen € cos(90° + )
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’senb = sen d cose — cos d sen € sen o

pois cos(90° + z) = —sen .

Ainda:

c0s(90° — ) = cose cos(90° — b) + sen e sen(90° — b) cos(90° — 1)

‘sen& = cosssenb—i—senecosbsenl‘

e Pecla lei dos senos:

sen(90° + «)  sen(90° — 1) cosa  cosl

sen(90° —b)  sen(90° — §) ~ | Cosb  cosé

pois sen(90° + x) = cos x.

e Pela lei do cosseno-cosseno:

cot(90° — §) sene = cot(90° — 1) sen (90° + ) + cos e cos(90° + «)

‘tan(?sena = tanlcosa—cosssena‘

E também:

cot(90° — b) sene = cot(90° + a) sen (90° —I) + cose cos(90° — 1)

‘tanbsens = —tanacosl +cos<€senl‘

Agora, veremos um caso particular da situacdo acima bastante comum:
quando b = 0. FEle é bastante utilizado para transformar as coordenadas
eclipticas do Sol em coordenadas equatoriais ou vice-versa, pois, pela defini¢ao
da ecliptica, o Sol sempre possui b = 0. Perceba que poderiamos apenas pegar
os resultados acima e substituir b = 0, entretanto, é interessante analisar como
podemos aplicar as leis da trigonometria esférica nessa situagao. Observe o
tridngulo esférico abaixo.
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Figura 5.42: Caso em que b=0 para um astro no primeiro quadrante de ascensao
reta.

e Pela lei do cossenos:

cos§:coslcosaJrsenlsenacose‘

Ainda:

cosl = cos d cos a + sen § sen « cos 90° :’cosl = cos d Ccos

e Pecla lei dos senos:

sen sen 0 sen §
— = =|senl =
sen 90° sen e sene

e Pela lei do cosseno-cosseno:

cot d sen v = cot e sen 90° + cos « cos 90° é‘tand = tanssenoz‘

E também:

cot Isen o = cot 90° sen € + cos e cos o :>’tana = tanlcosa‘

E importante ressaltar que essas expressoes sao validas somente para o
primeiro quadrante da ascensao reta. Isso é consequéncia de dois fatores prin-
cipais:
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1. Os lados de triangulos esféricos nao podem ultrapassar 180°, por definigao.

2. Nem todas as fungoes utilizadas sao bem definidas para valores fora desse
quadrante, como as fungoes trigonométricas inversas.

Como veremos na se¢ao a seguir e no problema 7, o correto é realizar um
procedimento andlogo para cada quadrante.

5.6 Dicas para a Resolugcao de Problemas

A astronomia de posicdo exige a utilizacdo de métodos que nao costu-
mam ser utilizados em nenhum outro contetido vistos nas escolas ou em de-
mais olimpiadas, e por isso pode ser um pouco dificil avancar nos problemas
desse topico, especialmente para alunos que estejam comecando, mas até mesmo
aqueles que se classificaram para as fases mais avangadas podem cometer erros
fatais na resolugao de questoes. Entretanto, existem algumas dicas que podem
auxiliar a evolucao nesse campo.

1. Fazer um desenho 3D da situacao

O primeiro passo para resolver qualquer problema de astronomia de posicao
é entender e visualizar o que esta acontecendo, e um bom desenho é fun-
damental nesse processo. De maneira geral, é fortemente recomendado
fazer um desenho tridimensional para todas as situacoes'®, especialmente
em questoes de trigonometria esférica.

2. No desenho, representar valores préximos aos do enunciado

Caso o enunciado diga que ha um observador de latitude ¢ = —80° obser-
vando uma estrela de § = 50°, é recomendado fazer um desenho em que o
PCS esté relativamente préximo do zénite. Isso pode lhe ajudar a identi-
ficar casos particulares e a estimar a resposta final'®. Ainda, em questdes
de trigonometria esférica, essa andlise é especialmente relevante para iden-
tificar o quadrante de certos angulos. Certas fungoes trigonométricas sé6
funcionam para certos quadrantes, e portanto é importante identificé-los
antes de realizar as contas.

3. Nao decorar féormulas finais

Muitos resultados na astronomia de posigao sao casos particulares que
nao sao levados em conta nas férmulas. Por exemplo, as equagoes obtidas
na se¢ao 5.5.2 nao funcionam para observadores no hemisfério Sul ou
para astros no hemisfério oriental. Desse modo, o ideal é entender o
procedimento utilizado e adapta-lo de acordo com cada questao - basta
decorar as trés leis da trigonometria esférica.

18Para problemas de passagem meridiana, basta um corte 2D da esfera celeste, porém um
desenho 3D pode facilitar na visualizagdo.

9P ex., caso o desenho mostre que um astro culmina préximo do horizonte, mas seu resul-
tado seja h = 80°, é capaz que algo tenha dado errado.
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4. Cuidado com fungoes trigonométricas inversas

Em questoes de trigonometria esférica, costuma ser necessario utilizar as
fungoes trigonométricas inversas para obter resultados numéricos. Entre-
tanto, como vimos no primeiro capitulo do livro, elas nao fornecem valores
unicos. Desse modo, é capaz que vocé precise encontrar tanto o seno como
o cosseno de um angulo para determinar o seu valor??. Ainda, caso o seu
desenho seja muito bem feito, é possivel identificar qual dos valores é o
verdadeiro.

5.7 Problemas

5.1. (Iniciante) Qual é a declinaco de um astro que um observador em uma la-
titude ¢ = 23°45’ S observa com uma altura h = 42°11’ durante sua culminacao
superior?

5.2. (Iniciante) E possivel enxergar Mintaka (§ = —0°17’) do polo norte da
Terra? Considere a refracao atmosférica como 34’.

5.3. (Iniciante) A estrela Deneb possui declinagdo § = 45°17'. Em quais locais
da Terra ela permanece sempre acima do horizonte? E em quais locais ela
permanece sempre abaixo do horizonte?

5.4. (Iniciante) (IV OLAA) Um observador no dia de solsticio de junho conhece
a altura de um poste e mede sua sombra durante a passagem do centro do disco
solar pelo meridiano do lugar.

20Para, isso, seria necessario utilizar mais de uma lei da trigonometria esférica.
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Figura 5.43: O poste e sua sombra

a) O azimute (A) do Sol nesse instante. Considere como origem da coordenada
esférica o ponto cardeal norte, e o sentido positivo na diregao do leste.
b) A declinacdo (¢) do Sol.

)
¢) A ascensao reta (a) do Sol.
d)
)
)
)

O éangulo hordrio (H) do Sol.
e) O tempo sideral local (T'SL) para este instante
f) A altura (h) do Sol.

g) A latitude geografica (¢) deste observador.

5.5. (Intermediario) Qual é a distancia sobre a superficie da Terra entre as
cidades de Bogotd (A = 74°4’33"0; ¢ = 4°35’'53"N) e a cidade de Oxford
(A =1°15'28"0; ¢ = 51°45'7"N)?

Considere a Terra como uma esfera perfeita de raio R = 6,37 - 10%m.

e o = 06h45m. Em um determinado instante, um observador em uma latitude
observacao?

5.6. (Intermedidrio) A estrela Sirius possui coordenadas equatoriais § = —16°43’
¢ = —42°31’ observa a estrela préximo ao horizonte Leste com uma altura de

h = 20°. Para esse observador, qual era o tempo sideral local no momento da
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5.7. (Intermedidrio) (I0OAA /2019 adap.) Um estudante decide realizar um tra-
jeto peculiar sobre a superficie da Terra, que pode ser considerada como per-
feitamente esférica. Sendo R = 6371 km, ele:

1. Anda R para o Sul;
2. Anda R para Leste;
3. Anda R para Norte.

ApOs realizar esses trés passos, ele curiosamente retorna a mesma posicao inicial.
Desenhe a trajetoria realizada pelo estudante e encontre as coordenadas de cada
ponto em que ele faz uma curva.

5.8. (Avangado) Um estudante percebe que, no mesmo instante em que o ponto
vernal estd culminando superiormente, o Sol possui angulo horario H = —9,00h.
Desprezando a excentricidade da érbita da Terra, encontre:

a) A data de observagao.

b) A minima latitude que um observador precisaria estar para o Sol néo se por
em nenhum momento no dia.

5.9. (Avangado) Calcule a duragao do nascer do Sol em uma latitude ¢ consi-
derando que ele possui diametro angular D e estd com declinagao §. Despreze
efeitos da refracao atmosférica.

5.10. (Avancado) (Vinhedo P1/2021 adap.) O método mais comum para lo-
calizar o polo celeste Sul é prolongar o eixo maior do Cruzeiro do Sul (Crux)
4,5 vezes a partir de Acrux (o Cru).

a) Para determinar a precisao desse método, calcule o angulo entre o polo
celeste Sul verdadeiro e o polo celeste determinado pelo Cruzeiro do Sul.

b) O ndmero 4,5 é uma aproximagao que funciona suficientemente bem para
determinar a posi¢ao do polo celeste Sul. Contudo, essa nao é a melhor
aproximagao possivel. Calcule o valor pelo qual o eixo maior do Cruzeiro do

Sul deve ser prolongado para obter a posi¢ao mais proxima do polo celeste
Sul.

Dados:

Acrux (a Cru): 6 = —63°13’ , a = 12h27min48s
Gacrux (y Cru): § = —57°14' | @ = 12h32min21s

5.11. (Avancado) Um observador na latitude ¢ = 60°00' N observa uma estrela
de declinagao § = 80°00" ao longo de um ano e repara que seu azimute nunca
ultrapassa um certo valor. Calcule tal azimute maximo e mostre que a estrela
nem sempre pode ser vista nessa situagao.



336 CAPITULO 5. ASTRONOMIA DE POSICAO

5.8 Gabarito

5.1. Como foi mostrado na secao 5.3.2, a distancia zenital de um astro em sua
culminacao superior é:

2=+ ¢)

ou seja, a declinagao sera:

§=¢— 2z =—2345" — (90° — 42°11')

ou
§=z+¢=90°—42°11' — 23°45'

Portanto, o astro possui uma declinacao de|§ = —71°34’ ou § = +24°04’

5.2. Sem a refracao atmosférica, a trajetéria diurna de Mintaka seria um circulo
abaixo do horizonte, i.e. seria impossivel vé-la. Entretanto, como a re-
fracao atmosférica faz com que sua altura aumente 34’, temos que sua
trajetéria é um circulo —17' + 34’ = 17’ acima do horizonte. Assim, é
possivel observar Mintaka.

5.3. Pela condicao de circumpolaridade:
|6] > 90° — |¢| = |¢| > 90° —|5| = 90° — 45°17"
6| > 44°43'

Assim, temos as solugoes: ¢ > +44°43" e ¢ < —44°43’

Como a declinacao de Deneb é positiva, sabemos que ela serd circumpolar
visivel, isto é, permanecerd sempre acima do horizonte para observado-
res em latitudes ¢ > +44°43’. Consequentemente, sabemos que ela serd
circumpolar invisivel para ¢ < —44°43'.

5.4. a) O Sol esta cruzando o meridiano local mais préximo ao ponto cardeal

Norte, logo .
) No dia de solsticio de junho a declinagao do Sol é .
) No solsticio de junho a ascensao reta do Sol é .
d) Como o Sol estd sobre o meridiano local, entao .
) Como TSL = H + a, entdo: TSL = 6h + Oh = [T'SL = 6h].
)

Analisando a figura, temos:
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4m

3m

Figura 5.44: Esquema dos angulos no triangulo em questao

Entao a altura do Sol sera dada por:

tan () = 5 = [ =581

g) Pela geometria do triangulo:

3
tan(d + |¢|) = 17 5+ |¢| = 36°52'12"
Como 6 = 23°27’, temos:

6| = 36°52/12" — 23°27' = 13°25'12"

Como o Sol no Solsticio de Junho estd em sua minima altura para
esse observador, entao o observador estd localizado no hemisfério Sul,

portanto: | ¢ = 13°25'12" S|

5.5. Sendo d a distancia angular entre as cidades, temos:

cosd = sen ¢ sen go + €os @ cos Ppo cos A
Onde AX = A\g — Ap. Substituindo os valores, chegamos a:
d = 75°48'13"
Logo, a distancia s entre as cidades sobre a superficie terrestre é:

d 75°48'13"
= .92 =— " .97. . 108
360° TR 360° 76,3710

S
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Portanto:

s =8,43-10°m

5.6. Primeiramente, é necessario encontrar o angulo horario de Sirius no mo-
mento da observagao através do seguinte triangulo de posicao:

Zénite

Equador
Celeste

el oy

Horizonte

Figura 5.45: Triangulo de posicao da situacao

Pela lei dos cossenos, temos:
cos z = cos(90° — |¢|) cos(90° + &) + sen(90° — |¢|) sen(90° + §) cos(—H)

Como z = 90° — h, entao:

senh = —sen |p|sen d + cos |¢| cos  cos(—H)

Isolando o cos(—H):

sen h + sen |¢| sen ¢

—H) =
cos(—H) cos |¢| cos &

Substituindo os valores:
sen(20°) 4 sen(42°31”) sen(—16°43")

_H) =
cos(—H) cos(42°317) cos(—16°43')

Portanto:
H = —-77°56' = H = —5h12m
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Portanto, o tempo sideral local era:

TSL = a+ H = 6h4bm — 5h12m = | T'SL = 1h33m

5.7. Antes de tudo, precisamos lembrar que uma distancia R ao longo de uma
esfera de raio R corresponde a um angulo 6 = 1rad = 57,30°. Com isso,
pode-se perceber que a situagao é parecida com:

Figura 5.46: Trajetoria do estudante

Onde o estudante comega em um dos polos (N), vai para sul por um dos
meridianos (N A), vai para leste ao longo de um paralelo (AB) e, por fim,
vai para norte por outro meridiano (BN). Convencionando que o ponto
N é o Polo Norte e que A estd sobre o meridiano de Greenwich (Ag = 0),
temos que a latitude de A e B é:

94 = bp =90° -0 =[32,70°]

Por fim, precisamos encontrar a longitude de B. Perceba que o arco AB
nao faz parte de um circulo méximo, ou seja, o triangulo ABN nao é
esférico. Desse modo, nao podemos recorrer a trigonometria esférica, e
sim, & trigonometria padrao. Primeiramente, vamos encontrar o raio do

circulo ao qual o arco AB pertence:
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Figura 5.47: Encontrando o raio de AAB

Perceba:

Sendo AX = Ap — A4 a diferenga entre as longitudes de A e B, podemos

relacionar o comprimento R do arco AB com A\ por:

Figura 5.48: Encontrando A\

Note:
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1

R=rAN=|AX\=
cos ¢

Como Ay =0, Ap = AX = 1,19rad =|68,09°|.

a) Sabemos que o angulo horério do ponto vernal, o T'SL, pode ser escrito
como:

TSL=H+«

Onde H e a referem-se a um astro qualquer, e.g. o Sol. No caso da questao,
o ponto vernal estd culminando superiormente, ou seja, T'SL = 0. Desse
modo, a ascensao reta do Sol é:

a=—H =9h

Agora, vamos analisar a situagao em coordenadas equatoriais. Como esta-
mos desprezando a excentricidade da érbita da Terra, a velocidade angular
do Sol vista da Terra (sem levar em conta sua rotacdo) ¢ constante. Per-
ceba também que a = 6h no solsticio de Junho e @ = 12h no equinécio
de Setembro, ou seja, a observacao foi feita entre essas datas. Com isso,
poderiamos encontrar o tempo At decorrido desde o equinécio de Margo
através de trigonometria esférica. Entretanto, iremos procurar o valor de
At', que representa o tempo que falta para o Sol estar no ponto de Li-
bra. O motivo disso ficard claro em breve. Desse modo, podemos fazer
um triangulo esférico com o Sol, o ponto de Libra e a proje¢ao do Sol no
Equador Celeste:

Sol

wAt

Figura 5.49: Projecao da posigao do Sol no equador celeste

Como queremos relacionar quatro elementos consecutivos, devemos aplicar
a equacao dos quatro elementos:
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cot 90° sen & + cos(m — a) cos e = cot (wAt) sen(m — «)

Mas cot 90° = 0, cos(m — a) = —cosa e sen(m — ) = sen . Assim:
cot (wAt') = — cot acose =

2
Utilizando w = %, onde T = 365,24 dias, temos:

At = L tan? <tana)

2 COS e

Perceba que a funcdo tan~! s6 é definida para angulos menores que 90°,

por isso realizamos esse procedimento de utilizar o ponto de Libra como
referéncia. A partir da expressao acima, obtemos At’ = 48,16 dias. Como

T
At = 3 At’, passaram-se At = 134,46 dias desde o equindcio de Marco

(= 21/3). Considerando que o ano nao ¢ bissexto, temos que a data é
préxima do dia 2 de Agosto. Como esperado, ela é entre Junho e Setem-
bro.

b) Agora, precisamos encontrar a declinagdo do Sol na data indicada.
Podemos utilizar o0 mesmo triangulo esférico de antes:

Sol

wAt

Figura 5.50: Encontrando a declinagao do Sol

Queremos relacionar 4, € e o, entdo podemos utilizar a equagao dos quatro
elementos novamente:

cot e sen 90° + cos(m — a) cos 90° = cot d sen(m — )
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Sabemos que cos90° = 0, sen 90° = 1 cos(m — ) = —cosa e sen(m — ) =
sen . Assim:

cote = cotdsen o

Ou seja:

‘(5 = tan~! (tanesen o) ‘

Como a = 135°, temos que § = 17,05°.

Para o Sol néo se por em nenhum momento do dia (i.e. ser circumpolar),

a latitude minima de um observador é ¢ = 90° — d =|72,95°N |.

Para resolver esse problema, é necessario perceber que o tempo At do
nascer do Sol serd igual a diferenga do angulo hordrio H' do fim do por
do Sol e o angulo horario H do inicio do por: At = H' — H.

Note que o poér se inicia quando a borda inferior do Sol toca o horizonte,
ou seja, no inicio do por o centro do disco do Sol estard a uma altura igual
a metade de seu diametro aparente, portanto a distancia zenital nesse ins-
tante serd z = 90° — D/2.

Portanto, obtemos o seguinte triangulo de posic¢ao:

ZEnite

90° — ¢

PCN,

Celeste

Horizonte

Figura 5.51: Inicio do por do Sol
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Pela lei dos cossenos:

c0s(90° — D /2) = cos(90° — &) cos(90° — ¢) +sen(90° — §) sen(90° — ¢) cos H

sen(D/2) = sen ¢sen d + cos ¢ cos § cos H

Isolando cos H:
sen(D/2) — sen ¢ sen §

cos H = pep—
H = arccos (Sen(D/Q) - Sen¢sen6>
cos ¢ cos §

Agora, basta percebermos que o por tem seu fim no instante em que a
borda superior do Sol toca o horizonte, ou seja, no instante em que o cen-
tro do disco do Sol tem altura zenital de 2z’ = 90° + d/2.

Dessa forma, temos o triangulo de posigao:

Zénite

Equador
Celeste

Horizonte

Figura 5.52: Fim do por do Sol

Pela lei dos cossenos:

c0s(90°+ D /2) = cos(90° —d) cos(90° — @) +sen(90° — &) sen(90° — ¢) cos H'

—sen(D/2) = sen¢send + cos ¢ cos d cos H
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Isolando cos H:

—sen(D/2) — sen ¢ sen §

H =
o COos ¢ cos §
H/ — arccos — Sen(D/2) — sen (]S sen o
cos ¢ cos 0

Portanto, concluimos que At sera:

At = arccos <_ sen(D/2) — sen ¢sen5> — arccos (sen(D/Q) —sengsend

cos ¢ cos § cos ¢ cos 0

)

OBS.: fique atento para nao cometer o erro de resolver esse problema
usando arcos de pequenas circunferéncias. Quando dn # 0, a trajetéria
didria do Sol nao é um circulo méximo, fazendo com que triangulos cujos
lados sejam arcos dessa pequena circunferéncia nao sao esféricos.

5.10. a) Primeiramente, é importante desenhar os seguintes triangulos esféricos:

Gacrux

Acrux

S¢ + 90°
4,50

PCS’
PCS
Figura 5.53: Triangulos esféricos da situagao

Com a lei dos cossenos, é possivel calcular o valor de 6:
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cosf = cos(90° + d4) cos(90° + d¢) + sen(90° + 6.4) sen(90° + d¢) cos Ay

cosf = sendy sendg + cosd4 cos g cos Aa

Substituindo os valores:

cos ) = sen(—63°13") sen(—57°14")+cos(—63°13") cos(—57°14") cos(1,1375°)
cos @ = 0,9945 = 6 = arccos(0,9945)
6 = 6°01'

Utilizando novamente a lei dos cossenos, é possivel calcular o valor de f3:

c0s(90° + 0¢) = cos(90° 4 d4) cos 8 + sen(90° 4 d4) sen O cos 8
—sendg = —send cosf + cosd 4 senfcos 8

—sendg +sendy4 cosl
cos 3 =

cos b4 sen b

Substituindo os valores:
—sen(—57°14") + sen(—63°13") cos(6°01")
cos(—63°13") sen(6°01’)
cos B = —0,9947 = S = arccos(—0,9947)
B8 = 174°07

cos 8 =

Vale ressaltar que utilizar a lei dos senos para calcular o valor de g geraria
uma ambiguidade, pois seria impossivel determinar se o angulo estaria no
primeiro quadrante ou no segundo quadrante.

Por 1ltimo, a lei dos cossenos também pode ser usada para calcular o valor
de ~:

cosy = cos(4,50) cos(90° + 1) + sen(4,50) sen(90° + 0 4) cos(180° — 3)
cosy = — cos(4,50) sen 64 — sen(4,50) cos d 4 cos 8
Substituindo os valores:
cosy = —cos(4,5-6°01") sen d 4 —sen(4,5-6°01") cos(—63°13") cos(174°07)

cosy = 0,9989 = arccos(0,9989)
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Portanto, o angulo entre o polo real e o polo determinado com base no

Cruzeiro do Sul equivale a 2°41’.

b) Na situagao étima desejada, temos que o andlogo do angulo ¢ da figura

5.53 deve ser 90°. Assim:

Gacrux

Acrux

rd

PCS’ PCS

o + 90°

Figura 5.54: Triangulos esféricos da situacao étima

Aplicando a equagao dos quatro elementos no triangulo PCS’ - Acrux -

PCS:

cot 90° sen(180° — ) + cos(rf) cos(180° — 3) = cot(d4 + 90°) sen(r6)

Como cot 90° = 0, cos(180° —x) = — cosx e cot(90°+x) =

—senx

= —tanx, temos:
cos T

—cos(rf) cos f = —tand4 sen(rf) = tan(rf) =

cos(90° + x)

~sen(90° + 1)

cos 3

tandz
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Realizando os devidos célculos:

tan(rf) = 0,5021 = rf = 26°41’

Como 6 = 6°01’, chegamos no resultado final:

Assim, o valor ideal para o prolongamento seria 4,44.

Primeiramente, note que |6 > 90° — |¢| < 80° > 30°, ou seja, a estrela
é circumpolar. Perceba também que o Sol nunca é circumpolar na loca-
lidade do observador, uma vez que sua declinagao nunca ultrapassa cerca
de 23°27', logo hd "noites” em todos os dias do ano (i.e. o Sol se poe todo
dia). Agora, note que o observador s6 conseguird ver a estrela na situagao
de azimute maximo durante a noite, porém nem sempre esses eventos coin-
cidem. Desse modo, a observagao da estrela em seu azimute maximo sé
é possivel em alguns dias do ano. Note também que isso somente nao
ocorreria em locais préximos aos polos nos quais o Sol nunca nasce.

Dito isso, a situagao de azimute méaximo estd representada na seguinte
figura:

Figura 5.55: Azimute maximo

Aplicando a lei dos senos no triangulo esférico formado:
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sen(90° —¢)  seny
sen 90° T sen Aman

Onde n = 90° — 6. Como sen(90° — x) = cosz e sen90° = 1, podemos
reescrever essa equagao como:

cosd
cos ¢ = sen A, az
Ou seja:
0
Apas = sen”! (COS ) = 11°34’
cos ¢




Capitulo 6

Escalas de Tempo

Desde os primérdios da civilizagao, o conceito de tempo sempre esteve muito
presente na vida das pessoas, seja para prever quando o Sol iria se por ou para
calcular os dias que faltam até a época das chuvas. Atualmente, o uso de
relégios digitais e calenddarios é tao comum que quase nao paramos para pensar
no significado daqueles nimeros tao presentes no nosso dia a dia. Neste capitulo,
iremos estudar os conceitos relacionados a passagem de tempo.

6.1 Projetando no Equador Celeste

Uma ferramenta muito 1til para a visualizacao dos diversos conceitos que
iremos aprender neste capitulo é um desenho 2D do equador celeste, pois as
escalas de tempo sao medidas sobre esse plano. Por convencgao, iremos sempre
analisar a visao do hemisfério Sul, como representado na imagem abaixo:

PCN

Visdo do observador

Figura 6.1: Plano do equador celeste

350
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Agora, vamos ilustrar essa ferramenta em uma situacao cldssica. Como
vimos no capitulo de astronomia de posigao, o angulo horario é o arco sobre
o equador celeste entre o meridiano local de um observador e o meridiano de
um astro, crescendo para oeste. Desse modo, sendo A a longitude (que cresce
para leste a partir do meridiano de Greenwich) de um observador vendo uma
estrela de angulo horario H, temos:

Meridiano
de

Greenwich

Meridiano
Local

Figura 6.2: Angulo horario de um astro. Imagem fora de escala (na prética, o
astro estd infinitamente distante)

Perceba que, do ponto de vista convencionado, grandezas que crescem para
oeste giram no sentido anti-horario, como o angulo horario. Por outro lado,
grandezas que crescem para leste sao representadas no sentido horario, assim
como a longitude do observador.

Como esperado, pode-se observar que H = 0 quando o astro passa pelo
meridiano local e que A\ = 0 quando o observador estd sobre o meridiano de
Greenwich. Ainda, vale analisarmos o movimento didrio do astro. Como vi-
mos no ultimo capitulo, os astros nascem no leste e poem-se no oeste, i.e.
movimentam-se para oeste ao longo do dia. Desse modo, temos:
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Meridiano

Superior
de

Greenwich Par

Astro

Meridiano
Local

Figura 6.3: Movimento diario dos astros

6.2 Sol Verdadeiro e Sol Médio

Um dos astros mais importantes para a nossa nocao de tempo é o Sol, que
foi utilizado pela maioria dos povos ao longo da histéria para definir escalas
como a hora e o segundo. Entretanto, ele possui algumas peculiaridades que
o tornam pouco conveniente quando ha uma necessidade de medir tempo com
uma precisao elevada (ordem de minutos):

e A 6rbita da Terra em torno do Sol é eliptica, fazendo com que a velocidade
angular do Sol vista da Terra varie ao longo do ano;

e Existe uma inclinagao (/2 23°27’) entre o plano da drbita da Terra e o
plano do Equador terrestre.

Vale ressaltar que a segunda peculiaridade é especialmente incomoda pois
ela faz com que seja necessério projetar a posigdo do Sol (que estd na ecliptica)
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no equador celeste, o que exige um calculo bem mais hermético que uma sim-
ples regra de trés, como veremos ainda nesta secao. Em vista desses aspectos,
ao invés de utilizarmos o Sol verdadeiro para medirmos a passagem do tempo,
define-se um astro ficticio conhecido como Sol médio. Ele possui duas carac-
teristicas principais:

e Sua velocidade angular em torno da Terra é constante. Isso significa que
sua ascensao reta cresce linearmente;

e Sua declinagao é sempre nula, i.e. sua trajetoria anual é sobre o equador
celeste da Terra.

Desse modo, definimos o dia solar médio como ezatamente 24 horas. Por
outro lado, o dia solar' é o intervalo de tempo entre duas passagens meridi-
anas consecutivas do Sol (verdadeiro). Devido & excentricidade da érbita da
Terra e a obliquidade da Ecliptica, a duracao de um dia solar é variavel, indo
desde 23"59™39° até 24"00™30%. Isso ocorre pois esses dois fatores fazem com
que a variagao da ascensao reta do sol verdadeiro nao seja constante ao longo
do ano. Como consequéncia, é gerada uma diferenga entre a ascensao reta do
sol médio e a do sol verdadeiro com o decorrer do tempo. Um resultado disso
pode ser observado no analema, que consiste de diversas fotos do Sol tiradas
em intervalos de exatamente um dia solar médio (24h) entre si (ou seja, em um
horério fixo, e.g. 12:00). Logo, o sol médio estd localizado sempre na mesma
posigao nas fotos, assim, devido a diferenca entre as ascensoes retas dos soéis
médio e verdadeiro, vemos a variagao da posicao do sol verdadeiro ao longo de
um eixo paralelo ao equador celeste (eixo vermelho na imagem abaixo).?

Figura 6.4: Analema

IEle também pode ser chamado de dia solar verdadeiro.
2A explicacdo do analema é aprofundada em um apéndice do livro.
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Como forma de quantificar as diferengas provenientes da utilizacao do Sol
médio para o célculo do horario, definimos um conceito conhecido como equagao
do tempo (ET), que é a diferenca entre as ascensoes retas do Sol médio e do
verdadeiro:

ET = oM — OV

A equagao do tempo varia ao longo do ano e consiste de uma combinagao
da diferenga proveniente pelos dois fatores caracteristicos do Sol verdadeiro:
a excentricidade da 6rbita da Terra e a obliquidade da ecliptica. A imagem
abaixo representa a variacao de cada um desses fatores e da equagao do tempo:

Efeito da excentricidade Efeito da obliquidade
da Terra da ecliptica
A A

E 10

[

4 5

2

t

2 S0 100 150 § 200 25 300 35\
_4 _5
-6
-a =10

Efeitos combinados:
Equacdo do tempo

15
10

PN t
50 150W50 ETET Y
-3
10
-15

Figura 6.5: Equagao do tempo

Por fim, vale analisarmos ambos os sdis na esfera celeste:
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PCN

Ecliptica

Figura 6.6: Sol médio e Sol verdadeiro na esfera celeste

Desprezando a excentricidade da érbita da Terra, é possivel calcularmos o
valor da ET como fungao do tempo At decorrido desde o Equinécio de Margo
(ponto 7). Primeiramente, a ascensio reta do Sol médio pode ser calculada por

uma simples regra de trés:

At
aom = wAt = 277?

Onde T é o periodo de translacdo da Terra. Agora, para encontrarmos
a ascensao reta do Sol verdadeiro, é necessdrio projetarmos sua posi¢do no

Equador Celeste, assim como representado na imagem abaixo:

Sal
Verdadeiro

Eq. Celeste

a@V

Figura 6.7: Ascensao reta do Sol verdadeiro

Pode-se perceber que a aplicagdo da Lei dos Senos ou da Lei dos Cossenos
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nao nos retornaria um resultado direto. Nesse caso, o ideal é utilizarmos a
equagao dos quatro elementos, vista no tltimo capitulo:

cot AE sen AI + cos LI cos AI = cot LE sen L1
Como AFE =90°, Al =i, LE = wAt e LI = agy, temos:

cot 90° sen i + cos apy cosi = cot(wAt) sen agy

Como cot 90° = 0, podemos chegar na resposta final:

-1 . At
apy = tan cos? - tan 277?

Como ET = agy —apy, é possivel encontrarmos a equacao do tempo como
funcao do tempo?®. Vale ressaltar que a dltima expressdo deduzida sé funciona
para At < T'/4 e que terfamos que realizar um procedimento andlogo para cada
quadrante para obtermos o resultado do longo de um ano todo, este que esta
representado no segundo gréafico da figura 6.5.

6.3 Escala Solar

Nesta secao, iremos introduzir dois novos conceitos: o tempo solar verda-
deiro local* (T VL) e o tempo solar médio local (TgML):

Merid.Greenwich

Sol
_ Verdadeiro

" Meridiano
Local

Figura 6.8: Escala solar quando ET > 0

3Desprezando a excentricidade da érbita terrestre.
4Ele também é conhecido como tempo solar aparente.
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Como a grande maioria dos conceitos relacionados ao tempo, eles crescem
para oeste. O T VL é a nogao mais simples que podemos ter com relagao
ao horério, valendo Oh quando o Sol verdadeiro culmina inferiormente e 12h
quando ele culmina superiormente. Apesar de ele ndo ser o horario que vemos
em nossos reldgios, esses valores sao relativamente proximos. Um dos fatores
que causam tal discrepancia é a ET, que também foi representada na imagem.
Note que, de acordo com a figura 6.1, pode-se perceber que a diferenca entre
as ascensoes retas dos séis médio e verdadeiro é igual a diferencga entre os dois
tempos solares apresentados, ou seja:

ET = ToVL — ToML

E essencial ressaltar dois aspectos importantes dessa equacgao:

e Quando ET > 0, o Sol verdadeiro estd mais a oeste que o Sol médio,
assim como foi representado na figura 6.8;

e Cuidado: enquanto a ET escrita em termos da ascensao reta é uma sub-
tragao entre o valor relacionado ao Sol médio e o valor do Sol verdadeiro,
essa ordem fica invertida quando a escrevemos em termos dos tempos
solares verdadeiro e médio.

Por fim, perceba que a relagao entre os tempos solares e os angulos horarios
dos séis é bastante direta. Para o Sol verdadeiro, temos:

| ToVL = Hov + 124 |

Onde Hgy é o angulo horario do Sol verdadeiro. Ja para o Sol médio:

\TQML = Hown + 12h\

Onde Hg s € 0 angulo horério do Sol médio. Ambas essas relagoes podem ser
deduzidas observando a representacao do angulo horario no plano do equador
celeste na figura 6.2 e comparando com os tempos solares vistos nesta secao.

6.4 Escala Sideral

A palavra “sideral” deriva do latim sidereum, que significa “em relacdo ao
céu”. Na se¢a@o anterior, utilizamos como referéncia o Sol, seja o verdadeiro ou
o médio. J4 nesta segdo, iremos nos basear nas estrelas distantes (que estao
essencialmente fixas na esfera celeste), com foco especial no ponto vernal ~.

6.4.1 Periodo Sideral e Sindédico

As diferencas entre escalas “siderais” e as demais escalas pode ser resumida
a pergunta: “o que estamos utilizando como referéncia?”’. A resposta disso
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pode ser ilustrado pelo calculo do periodo sinédico. Como contexto, temos dois
planetas A e B orbitando uma mesma estrela em érbitas circulares, assim como
ilustrado na imagem abaixo.

Estrela

Figura 6.9: Contexto

O periodo sideral do planeta A é o tempo que ele leva para voltar para a
mesma configuracao com relagao as estrelas distantes (que estao essencialmente
paradas), ou seja, o perfodo sideral equivale ao perfodo de translacao de cada
planeta. Isso também vale para B. Desse modo, sendo P; e w; o periodo sideral
e a velocidade angular do planeta i, respectivamente, temos:

21
W; = —
P

Por outro lado, o periodo sinédico dos planetas é o tempo que eles levam
para voltar para a mesma configuracao orbital entre si. Por exemplo, vamos
supor que os planetas estdo em oposi¢cdo em um certo instante. Apés um perfodo
sinédico S, eles voltarao para essa mesma configuragao. Vamos utilizar isso para
deduzirmos o valor de S como fungao de P4 e Pp, de acordo com a imagem:



6.4. ESCALA SIDERAL 359

0<t<S | N

Figura 6.10: Periodo sinddico

Vale lembrar que, de acordo com a Terceira Lei de Kepler, os planetas mais
proximos da estrela possuem velocidades angulares maiores - no caso, wa4 > wp.
Desse modo, pode-se perceber que o planeta A ird dar uma volta completa (27
rad) e percorrer um angulo € adicional antes de finalmente ficar alinhado com
o planeta B novamente, este que s6 percorre um angulo 6. Assim:

A =2m+0
ep =10

Ainda, os angulos ¢; percorridos pelos planetas relacionam-se com suas
velocidades angulares e com o tempo S decorrido desde o inicio por:
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2w
YA = waS = (R4> S

27
¥YB = wBS = (}DB) S

Como w4 = 27 + ¢p, podemos juntar essas expressoes para chegarmos na
resposta final:

2 2w
YA 7r+<p3<:><PA)S 77+(PB>S

Dividindo ambos os lados da equagao por 275, temos:

1 1 1

S~ P, Pp

Vale ressaltar que essa expressao é somente valida para planetas que orbitam
uma estrela no mesmo sentido.

Exemplo 1

Um planeta hipotético orbitando o Sol no mesmo sentido da Terra tem
periodo sideral igual ao seu periodo sinédico com relagéo & Terra. Assim, calcule
o periodo sideral Px desse planeta.

Solugao

Antes de tudo, precisamos saber se esse planeta (que iremos chamar de X) é
interior ou exterior com relagao a Terra para aplicarmos a expressao do periodo
sinddico. Vamos testar cada um desses casos. Assumindo que ele é inferior,
P4 = Px e Pgp = Pg, ou seja:

1 1 1

S Px Py
Entretanto, de acordo com o enunciado, S = Py, o que cancelaria os termos
da udltima equagao, resultando em Pg — 00, o que é um absurdo. Desse modo,
podemos concluir que o planeta é exterior. Assim, P4 = Py e Pp = Px, ¢
portanto:

1 1 1

S~ Py Py

Usando S = Px e reescrevendo, temos:

1 1 1
= =~ = |Py=2P,=2
Iz 2 2 X 5 anos
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Exemplo 2

Calcule o equivalente do periodo sinddico S’ no caso em que os planetas A
e B orbitam a estrela central em sentidos opostos.

Solucao

A deducao é analoga aquela do caso em que os sentidos sao iguais. A imagem
abaixo representa o movimento dos planetas:

Figura 6.11: Exemplo 2

Pela imagem, pode-se perceber que ¢4 + ¢ = 27. Como p4 = waS' e
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op = wgS’, temos:

waS +wpS =2rn

21 2 o ~
Mas wy = A ewp = P logo podemos reescrever a ultima equagao para
A B
chegarmos no resultado final:

1 1 N 1
S’ P4, Pgp

6.4.2 Conversao

Agora, vamos derivar a conversao entre a escala sideral e a solar. De acordo
com o que vimos até agora, podemos apresentar dois conceitos:

e Dia sideral: periodo de rotacao da Terra, ou seja, o tempo que uma estrela
distante leva até retornar a mesma posi¢ao quando vista de um observador
fixo na Terra;

o Dia solar®: o tempo que o Sol leva até retornar & mesma posicdo quando
visto de um observador fixo na Terra.

Esses conceitos estao ilustrados na seguinte imagem:

Figura 6.12: Dia sideral (Ds;q) e dia solar (Dg)

5Para a discussdo atual, iremos utilizar o conceito de dia solar médio.
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Perceba que a estrela que estava no zénite do observador em ¢ = 0 volta para
tal posicao apds um dia sideral. Por outro lado, o Sol, que estava culminando
inferiormente em ¢t = 0, volta a essa configuragdo apés um dia solar. Ainda,
vale ressaltar que os dias solar e sideral possuem valores diferentes devido ao
movimento combinado da rotagao e translagao da Terra - caso a Terra nao
transladasse ao redor do Sol, Dgs;q = Dg = Prot, € caso a Terra nao rotacio-
nasse, nao haveria dia sideral (i.e. Dg;q = 0 ou Dg;q = 00) e terfamos D¢, = Py
(translagao).

Agora, vamos realizar um procedimento parecido com aquele do periodo
sinédico para encontrarmos o valor de Dy;q como fungao de Dg. A imagem
abaixo representa a situagao.

-
#
,

-
,
-
-

&

#
e
-
P
/
/
~
-
P

Figura 6.13: Calculo de Dy;q

Considerando wyot > Wirq, podemos relacionar os angulos percorridos du-
rante um dia solar pelo observador na Terra, @,., € pelo centro da Terra, pi.q:

Prot = 2+ 0
Ptra = 0
Agora, como o dia sideral é o préprio periodo de rotagido da Terra (Dg;q =
P,ot), temos que wyor = 2—7T = 2m . Por outro lado, sendo Py, = 365,242
Prot Dsid
dias solares médios®, temos que wiyq = ;:T . Com isso:
ra

6Esse é o valor de um ano tropical. Iremos discutir os tipos de anos na secio 6.6
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2w
Prot = wrotDQ = (D ’d) D@

27
Ptra = wtraDG - <P > D@
tra

Juntando todas essas expressoes:

2m 2m
Prot = 27r+§0t'ra <~ (Dsid> D@ =27+ (Ptra> D@

Dividindo ambos os lados da expressao por 27 Dg:

1 n 1
Dsid N D@ Ptra
Sendo 1Dg =1 dia solar médio = 24h e Py, = nDg, temos:

1 1 1 n
- — 4 —=|Dys= ——D
Dgq Do +nD@ LI R

Realizando a conta (n = 365,2422), obtemos | Dy;q = 23"56™4,1°|. A ima-
gem abaixo mostra as consequéncias desta diferenca ao longo de um dia. Note
que, ao longo de um ano, essa pequena diferenca de quase 4™ vai “acumulando”
de forma que, apds 1 ano, podemos ver a estrela na mesma posicao inicial rea-
lizando uma observacao no hordrio original. O que acabamos de ver d& origem
aos termos “constelagdo de inverno” e “constelagao de verao”, visto que o céu
que observamos em qualquer lugar da Terra vai mudando no decorrer de um
ano. Por exemplo, o triangulo de verao é um asterismo formado pelas estrelas
Vega, Deneb e Altair que pode ser visto no verdo, mas nao no inverno (do HN).

t=0 t=23h56m4s t=24h

@ ()

Figura 6.14: Consequéncia da diferenga entre o dia sideral e o dia solar

Por fim, vale ressaltar que a escala de tempo sideral possui suas proprias
unidades. De maneira andloga a escala solar, temos segundos, minutos, horas
e dias siderais. Para converter entre essas escalas, basta utilizar:

n
n+1

tsid — t@
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6.4.3 Tempo Sideral

Na escala solar, utilizamos alguns conceitos relacionados ao Sol, como o
seu angulo horario, o T VL e o ToML para representar a sua posi¢gao no céu.
Agora, na escala sideral, utilizamos o conceito de tempo sideral local para
representar a posicao do ponto vernal no céu. Poderfamos, claro, utilizar
qualquer estrela como referéncia. Entretanto, o ponto vernal é especialmente
conveniente por ele sempre estar (por defini¢ao) no equador celeste e na ecliptica
e por nao possuir movimento préprio. Essas caracteristicas ja levam em conta
o efeito da precessdo da Terra, porém a nutacdo nio é considerada’.

O tempo sideral local T'S L é definido como o angulo horario do ponto vernal,
assim como pode ser observado na figura abaixo. Ele pode ser medido tanto em
horas solares quanto em horas siderais, podendo ser convertido de uma para a
outra utilizando a expressao vista na tltima pagina.

Merid.Greenwich

Ponto vernal

Meridiano
Local

Figura 6.15: T'SL

Existe uma expressao extremamente relevante que relaciona o angulo
horario H e a ascensao reta o de um astro qualquer com o T'SL. Ela ja foi vista
no capitulo de astronomia de posicao, porém iremos deduzi-la agora. Vamos
analisar a situacao abaixo:

"Poderfamos utilizar o conceito de ponto vernal verdadeiro para resolver esse problema,
porém isso raramente é cobrado em provas.
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Merid.Greenwich S

Iﬁér‘rdiano
Local ™~

Figura 6.16: T'SL como funcao de o e H

Vale lembrar que a ascensao reta é medida sobre o equador celeste a partir
do ponto vernal e cresce para leste. Desse modo, pode-se observar diretamente
pela imagem que:

TSL=H+«

6.5 Definicoes

Nesta sec¢ao, iremos aprender alguns outros conceitos relacionados ao estudo
do tempo. Por mais que possa parecer um pouco “decoreba’”, é extremamente
importante entender os fundamentos tedricos que serao utilizados para resolver
os problemas desse tépico.

6.5.1 Greenwich

O meridiano de Greenwich, ou meridiano principal, é uma referéncia ge-
ografica especialmente relevante por dois motivos:

e Ele marca a longitude zero;

e Ele estd no centro do fuso central (UTC +0).

Desse modo, é comum expressarmos diversos conceitos com relacao a Gre-
enwich. O exemplo mais comum disso é o préprio hordrio: um evento que
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comeca as 14:00 UTC? ira comegar as 11:00 em Sao Paulo (UTC —3) e as 10:00
em Cuiabd (UTC —4).

Além disso, é comum expressarmos o 1T'SL, o ToVL e o ToML em Gre-
enwich. Respectivamente, eles ficam chamados de T'SG (tempo sideral de Gre-
enwich), To VG (tempo solar verdadeiro de Greenwich) e ToMG (tempo solar
médio de Greenwich). Tal mudanga é feita justamente pelo fato de que Gre-
enwich é usado como uma referéncia na astronomia. Por exemplo, caso um
estudante em Singapura informasse o T'SL em um determinado instante em
uma longitude especifica em Singapura, precisariamos da longitude do local de
observagao para trabalharmos com esse valor. Desse modo, é muito mais con-
veniente ele nos fornecer o T'SG diretamente. A imagem abaixo ilustra esses
trés conceitos:

Merid.Greenwich

. Sol
™ Verdadeiro

Figura 6.17: Escalas de tempo em Greenwich

, Vv Vi v Vi X a -
Agora, vamos ver como converter os valores expressos com relagdo a Gre
enwich para valores “locais”, isto é, de uma longitude qualquer. Iremos apre-
sentar somente a conversao do T'SG para o T'SL (e vice-versa), visto que as

8 Antigamente, o UTC era chamado de GMT. Ainda é comum chamé-lo de GMT em
diversas partes do Brasil.
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conversoes dos To VG e ToMG sao andlogas. Temos a seguinte imagem:

Merid.Greenwich

'M'érmj-ano

Figura 6.18: Conversao entre TSG e T'SL

Diretamente, pode-se notar que:

TSL=TSG+ A

Por fim, vale ressaltar que o ToMG também pode ser chamado de UT
(Universal Time).

6.5.2 Fusos Horarios

Um fuso horario demarca uma regiao em que todos os cidadaos em seu
interior estdo sujeitos a um mesmo horario (tempo civil). Em geral®, cada fuso
é delimitado por um intervalo de 7,5° a oeste e a leste de um meridiano que
passa pelo centro do fuso. Por exemplo, a longitude do centro do fuso UTC —3
é A = —45°. A imagem abaixo ilustra os diversos fusos presentes na Terra:

9Fatores geopoliticos causam algumas mudancas nisso. Por exemplo, a China possui so-
mente um fuso horério.
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=

Figura 6.19: Fusos horarios da Terra

Tendo isso em vista, definimos o fuso F' como a longitude do centro do fuso
de uma determinada localidade. Por exemplo, Moscou possui uma longitude de
A =37°376,3" e estd no fuso UTC +3, ou seja, F = +45°. A figura a seguir
ilustra tal conceito para um caso geral:

Merid.Greenwich

Meridiano
Local

Figura 6.20: Angulo de fuso F

Agora, finalmente podemos chegar ao conceito que fornece o horario que ve-
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mos em nossos relégios. Antes disso, vamos relembrar os fatores que influenciam
esse célculo:

e Sol médio: utilizamos como referéncia o Sol médio, nao o Sol verdadeiro.
A equagao do tempo quantifica essa divergéncia;

e Fusos hordrios: o que importa nao é a longitude do observador, mas sim
o fuso que ele esta. O centro do fuso é utilizado como referéncia.

Desse modo, o tempo de fuso TF, também conhecido como tempo civil,
é a escala de tempo que utilizamos no nosso dia a dia. Ele é o tempo solar
médio do centro do fuso, assim como estd representado na imagem abaixo.

Merid.Greenwich

Sol

_ Verdadeiro

Sol
o Médio

A—F . Centro do

\ Fuso

Meridiano
Local

Figura 6.21: Tempo de fuso TF

Com isso, acabamos de ver os principais conceitos tedricos relacionados as
escalas de tempo. Vale ressaltar que uma estratégia geral para resolver proble-
mas desse contetido é:

1. Desenhar o plano do equador celeste;
2. Representar os valores dados e os valores desejados;

3. Relacionar os angulos para chegar na resposta final.

Agora, podemos partir para alguns exemplos.
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Exemplo 3

Calcule o horério da culminagao superior do Sol em Sao Paulo (A = —46° 38’ 20",
UTC -3). E dado que a equagao do tempo no dia da observagao vale ET = +12
min.

Solugao

Vamos analisar a situagao no plano do equador celeste. E conveniente
fazermos um desenho que represente razoavelmente bem os préprios valores
numéricos dados. Na culminagdo superior do Sol (verdadeiro), temos que sua
projecao no plano do equador celeste fica exatamente sobre a cabeca do obser-
vador, logo:

Greenwich

Centro do
Fuso

Sol Al = [F

Médio

Sol
Verdadeiro @&—_

Figura 6.22: Horario da passagem meridiana

Perceba que, de acordo com os angulos da figura:

TF + ET — (]A| - |P|) = 12h = | TF = 12h + ]| - | F| - BT |

Substituindo os valores dados, encontramos TF = 11"54™33%. Como espe-
rado, esse valor é razoavelmente préximo de 12:00.
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Exemplo 4

Desprezando a excentricidade da érbita terrestre, responda:

a) Para um observador sobre o Equador da Terra, quando o Sol nasce mais
tarde: no solsticio de Junho ou no equinécio de Margo?

b) Para um observador sobre o Equador da Terra, quando o Sol nasce mais
tarde: no equinécio de Marco ou no dia apds esse evento?

Solucgao

A chave dessa questao é lembrar da equacao do tempo. Desprezando a ex-
centricidade da érbita da Terra, sabemos que as ascensoes retas dos séis médio e
verdadeiro coincidem somente nos solsticios e nos equinécios. Ainda, ET > 0
para At < T/4, onde At é o tempo decorrido desde o equinécio de Margo.
Desse modo:

a) Como ET = 0 no solsticio de Junho e no equinécio de Margo, o Sol nasce
no mesmo horério nesses dias.

b) Sabemos que o Sol verdadeiro estd mais & oeste que o Sol médio (ver figura
6.6) para At < T'/4. Na situacao em questao, temos At = 1 dia, logo o Sol ird
nascer mais cedo quando comparado ao horario do nascer no dia do equindcio
vernal, pois ele estarda mais a oeste.

6.6 Translacao da Terra e da Lua

Nesta secao, iremos estudar alguns conceitos relacionados as 6rbitas da Terra
e da Lua.

6.6.1 Tipos de Anos

Ano sideral

Intervalo de tempo que a Terra leva para dar uma volta em torno do Sol com
relac@o as estrelas fixas. Seu valor é de 365,2564 dias solares médios.

Ano tropical

Intervalo de tempo entre duas passagens consecutivas do Sol no ponto vernal.
Esse é o valor utilizado no ciclo das estacoes e vale 365,2422 dias solares médios.
O ano tropical difere do ano sideral devido a precessao da Terra, assim como
pode ser observado na imagem abaixo. O calendério se baseia no ano tropical.
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sentidoda
translacao

estrelas

Figura 6.23: Diferenca entre o ano sideral e o ano tropical

6.6.2 Meses da Lua
Meés sideral

E o perfodo sideral da érbita da Lua ao redor da Terra. Seu valor vale 27,3217
dias.

Meés sinédico ou lunagao

E o intervalo de tempo entre duas configuragoes idénticas sucessivas. A dife-
renca entre o més sinddico e o meés sideral provém da translacao da Terra em
torno do Sol, assim como representado na imagem abaixo.

Figura 6.24: Diferenca entre o més sideral e o més sinédico
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Perceba que a situagao é andloga aquela da diferenga entre o dia solar e o
dia sideral (fig 6.12), com as unicas diferengas sendo D¢ — P € Dgijg — Pria-
Assim, podemos encontrar o valor de Pk;q4:

1 1 1

Psid - Psin * Ptra

Como Py, = 365,2422 dias e Py;q = 27,3217 dias, temos que | Py;, = 29,531

dias.
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6.7 Problemas

6.1. (Iniciante) Em um determinado dia, o planeta Mercirio estava em méxima
elongacdo leste!? com relacdo & Terra. Considerando que a érbita de Merctirio
é circular e possui raio R = 0,39 UA, calcule apds quantos dias tal configuracao
ird ocorrer novamente.

6.2. (Intermedidrio) Considerando as o6rbitas da Terra e de Mercirio como
circulares de raio Rg e Rjs, respectivamente:

a) Mostre que o dngulo entre Mercirio e a Terra quando vistos do Sol varia
com uma taxa wye; = Wi — wg, onde wys e wg sao as velocidades angulares
de Mercurio e da Terra, respectivamente.

b) Calcule o tempo AT que Mercirio leva para ir da configuracado de méxima
elongacao leste para maxima elongacgao oeste.

6.3. (Intermedidrio) (P1 Vinhedo/2021) Certo dia, Giulia resolve ir & praia.
Contudo, ela se perde no meio do caminho durante a madrugada e repara que
seu relégio marca 6:32 no nascer do Sol. Sabendo que ela se encontra no he-
misfério Sul, qual a sua longitude?

Dados: O angulo horario do Sol em seu nascer era —80°, ela estd no fuso —3
UTC e ET = 0 no dia da observagao.

6.4. (Intermedidrio) Calcule a duracdo de um dia solar alternativo D, caso
o sentido de rotacdo da Terra fosse contrario ao seu sentido de translacao.

Considere que Py;q = * 24 horas solares, em que n = 365,2422 dias.

n+1

6.5. (Intermedidrio) (IOAA adap.) As coordenadas da Grande Nuvem de Ma-
galhdes (LMC) sdo a = 5'24™ e § = —70°00’. A latitude e a longitude de
Phuket sao 7°53' e 98°24’ E, respectivamente. Calcule o T'SG quando a LMC
culmina.

6.6. (Avancgado) (SAO) Que horas o Sol nasce na Cidade de Singapura (latitude
préxima de 0, A = 103,8°E, UTC +8)? Considere que:

e ET = 0 no dia da observagao;

e A refracao atmosférica préxima do horizonte vale n = 34’;

e O Sol nasce quando é possivel ver sua borda superior;

e O diametro angular do Sol é 32'.

10Ver apéndice de Configuracdes Planetarias.
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6.8 Gabarito

6.1. Na dedugao do periodo sinédico, calculamos o tempo entre duas confi-
guragoes sucessivas de oposicao entre os planetas. Perceba que o célculo se-
ria o mesmo, independentemente da configuragao especifica. Desse modo,
basta calcularmos o periodo sinédico entre Mercirio e a Terra.

O periodo sideral Py; de Merctrio pode ser calculado pela Terceira Lei de
Kepler:

P%,  lano?
R—Ag = 1?}% = Py = 0,244 anos

Logo, pela equagao do periodo sinédico:

L 1 ! =| P 0,32
= 75 T 5 sin — U,04 2108
Psin PM P@

6.2. a) Perceba que essa taxa de varia¢ao independe do instante em que ob-
servamos os planetas. Desse modo, podemos escolher qualquer situacao
inicial para analisarmos a variacao do dngulo # entre Mercurio e a Terra.
Por conveniéncia, vamos considerar que Merctrio estd em conjuncgao in-
ferior em relagao a Terra em ¢t = 0, assim como representado na imagem

abaixo.

— ~——_

Figura 6.25: Problema 2
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Note que 0 = 0y — 5. Ainda, temos que 0y = wyr At e que Og = wg At.
Como o valor de 8 para t = 0 era nulo, temos que sua taxa de variagao
Wrel é:

0—-0  wyAt —wgAt
At At

Wrel =

Ou seja:

|wret = wir — wa

b) O que vimos no item a) possui uma implicagao interessante: podemos
considerar a Terra como parada e Mercurio com uma velocidade angular
wrer em torno do Sol. Desse modo, podemos fazer o desenho:

Figura 6.26: Problema 2

Desse modo, perceba que o tempo AT procurado é:

AT =

Wrel

Assim, basta acharmos «. Pelos raios das érbitas, temos:

Ry
cosq = —

Rg

Logo:



378 CAPITULO 6. ESCALAS DE TEMPO

2cos! <1;—M>
AT = — N0/

Wh — We

32 80
6.3. Temos que TF = (6—1—@) h, H = —1—5h, F=-3he ET =0c¢

queremos A. Assim, representando todos os valores (mais precisamente,
seus médulos) no plano do equador:

MG
Sol

ML

Figura 6.27: Problema 3

Pela geometria da situagao, temos:

TF+|H|— (A - |F|) =12h = |\ — |F| = TF + |H| - 12

Substituindo os valores, obtemos |A|—|F| = —0,133 h = —2°. Desse modo,

[A| = 45° — 2° = | A = 43° Qeste |

6.4. A imagem abaixo representa a situacao desejada:



6.8. GABARITO 379

Figura 6.28: Problema 4

Perceba que, em t = D/
Orot = 2m — 0
Ptra = 0
2 2
Como o = (—W> Dy, e ¢ira = ( T ) Dy, temos:

Dsid
27 27
27\ p :2w—(—>D’
(Dsid> © Ptra ©

n
Substituindo Dg;q = ?D@ e Pirq =nDg), temos:
n

n+1 D)
Dy = Dg — ==
Ou sejall:
, n
= D
O 2@

Este problema ja caiu em uma IOAA, porém a solucdo encontrada no IOAA Book estd
incorreta.
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6.5. A situagdo estd representada na imagem abaixo.

Merid.Greenwich

Meridiano
Local

Figura 6.29: Problema 5

Como TSL = H+ « e H =0 (culminando), temos que TSL = «. Desse
modo, pela geometria da situagao, temos:

TSG-TSL+A=24h=TS5G=24h+a— A\

Realizando os célculos, obtemos | TSG = 22"50™24°

6.6. Seja H' o angulo horério da borda superior do Sol. Podemos encontrar
H’ no nascer do Sol pela cldssica expressao (vista no dltimo capitulo):

cos H' = —tanptand

Como ¢ = 0, temos que H' = —90°. Agora, observe a seguinte imagem:
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Eq. Celeste

PCS PCN

77+R\‘

L

Figura 6.30: Problema 6

Note que o centro do Sol estard um angulo n+ R (R = 16’ é o raio angular
do Sol) abaixo do horizonte. Desse modo, seu dngulo hordrio H é:

H=—(6h+n+R)

Agora, observe a seguinte imagem:

Meridiano
Local

Centro do
Fuso

Figura 6.31: Problema 6
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Pode-se perceber que:

TF+|H - (F-X\)=12h=TF=6—n—R+F -\
Substituindo os valores:

04/ 01/ 1 o]
TF—gn L34, 016, g, 1038

15° 15° 15° h

Fazendo as contas, obtemos T'F = Th01min28s.



Capitulo 7

Sistemas Binarios

Até agora, todas as andlises feitas a respeito de sistemas de dois corpos foram
para o caso especifico em que M > m, i.e. a massa central estd exatamente
sobre o centro de massa e nao possui velocidade. Neste capitulo, iremos tratar
do caso geral do problema de dois corpos, em que M e m sdo comparaveis'.

7.1 Centro de Massa

O conceito de centro de massa é extremamente importante para o estudo da
dindmica de qualquer tipo de sistema, principalmente por simplificar a andlise
matematica necessaria para compreendé-lo. Ele é definido como o ponto hi-
potético onde podemos considerar que toda a massa de um sistema fisico esté
concentrada, de forma que tal sistema se mova como se todas as forgas externas
estivessem sendo aplicadas nesse ponto. Por exemplo, uma forga gravitacional
atraindo um corpo qualquer pode ser? considerada como sendo aplicada sobre
o centro de massa do corpo.

Um exemplo préatico do conceito de centro de massa é quando tentamos
equilibrar objetos sobre um dedo. Assim como pode ser observado na figura
abaixo, imagine inicialmente vocé tentando equilibrar uma tdbua de maneira.
Intuitivamente, vocé ird colocar o seu dedo sobre o centro da barra, que é
justamente onde estd o centro de massa. Agora, caso uma pedra seja colocada
sobre a parte direita da tabua, vocé precisaria deslocar o seu dedo para a direita
para conseguir equilibrar o novo sistema, visto que o centro de massa também
se deslocou nessa diregao.

IDe maneira parecida, quando uma das massas em um sistema de trés corpos é desprezivel
com relagdo as outras, a dindmica do sistema torna-se muito mais simples. E nesse sistema
que encontram-se os pontos de Lagrange.

2Na verdade, isso s6 é valido se algumas condigdes forem satisfeitas (como a homogeneidade
do campo gravitacional), mas ndo precisamos nos preocupar com isso por enquanto.
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CM

*C'M

Figura 7.1: Aplicagdo do centro de massa

Em um contexto astronomico, o centro de massa de um sistema bindario é

especialmente relevante por trés razoes:

1. Ambos os corpos orbitam o centro de massa do sistema. Por exemplo, o

foco primério da érbita lunar no sistema Terra - Lua nao estd exatamente
no centro da Terra, mas sim no centro de massa desse sistema3. Desse
modo, a Terra também realiza uma drbita eliptica em torno desse centro

de massa;

A reta que liga os corpos sempre passa sobre o centro de massa do
sistema;

E conveniente analisarmos situagoes no referencial do centro de massa.
Por exemplo, em um sistema bindrio qualquer em uma galdxia muito
longe da Terra, nao podemos desprezar a Lei de Hubble, que proporciona
uma velocidade radial adicional as estrelas. Entretanto, no referencial do
centro de massa desse sistema (que possui a mesma velocidade radial da
Lei de Hubble que as estrelas individuais), tal componente nao aparece.

Iremos abordar cada uma dessas razoes com mais calma nas préximas segoes.

Agora, vamos aprender a calcular a posicdo do centro de massa de um sistema
de particulas arbitrario, assim como representado na imagem:

3Desprezando interferéncias gravitacionais externas.
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Y

my

Figura 7.2: Sistema de particulas

Qualitativamente, esperamos que massas maiores possuam uma maior in-
fluéncia na posicao do centro de massa que massas pequenas. Nesse ambito, as
coordenadas (o, your) sdo calculadas por uma média ponderada das coorde-
nadas de cada particula individual. No caso do nosso sistema, sendo (z;,y;) as
coordenadas da particula de massa m;, temos:

n
miT1 + Mals + M3y Yy MT;
mi + mo + Mg M

oM =

Analogamente, para a coordenada y:

miyr + moys +mays 2111 miy;
mi + mo + M3 M

Yycm =

Onde n é o nimero de particulas (no nosso caso,n =3) e M =5 'm; éa
massa total do sistema.

Por fim, vale ressaltar que essas equagoes podem ser descritas vetorialmente.
Sendo RCM = (chu, yCM), temos:

n -
= > 1 Myt
1 (AN

Few = =71

Exemplo 1

Em um sistema bindrio com estrelas de massa mi e mso, a distancia entre
elas é d em um dado instante de tempo, assim como representado na imagem
abaixo. Sendo assim, calcule:

a) As distancias r; e ro de cada estrela até o centro de massa,;

=N
b) A razdo —.
T2
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Estrela 1 Estrela 2

Figura 7.3: Exemplo 1

Solugao

a) Primeiramente, vamos convencionar um sistema de coordenadas cartesiano.
E conveniente alinharmos o eixo = com a reta que liga as estrelas de forma que
a origem estd sobre a estrela 14, assim como pode ser observado na imagem:

Y

Figura 7.4: Solugao exemplo 1

Como a coordenada y das estrelas é nula, yops = 0. Agora, podemos utilizar
a equacgao do centro de massa para encontrarmos T¢s:

miT1 + Moy

mi +ma

A estrela 1 estd sobre a origem (z; = 0) e a estrela 2 dista d da origem
(x2 = d), logo:

Tom

m2
ToM =|T1 = ———
mi + mo

Para acharmos ro, basta notarmos que r; + ro = d, ou seja:

T‘QZd—’I"lzd 1_77712 :>T2:7m1 d
my + mo my + mo

b) Basta dividirmos as expressoes encontradas:

ma
"oy tmy [T e
T2 L T9 mi
mi + mo

4A resposta final independe de como vocé convenciona os eixos.
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Vale notar que esse resultado pode ser reescrito como 0 = mory — mqry,
que é a coordenada x¢cps do centro de massa convencionando a origem como
estando no préprio CM, i.e. xzopr = 0 = maore — myry. Note que isso implica
que em um sistema bindrio o corpo mais massivo sempre estd mais préximo
do centro de massa que o corpo mais leve.

Os resultados encontrados neste exemplo sao extremamente importantes,
e serao utilizados com frequéncia nas proximas segoes.

7.2  Orbitas Circulares

Vamos analisar a situacao em que ambas as orbitas do sistema sao circulares,
assim como representado na imagem abaixo. Perceba que M, o CM e m sao
colineares, assim como esperado pela segunda propriedade do centro de massa.
Isso implica que os periodos orbitais de M e m sao idénticos. Ainda, note que
M esta mais proximo do CM que m, ou seja, M > m.

Figura 7.5: Sistema bindario de érbitas circulares

No caso em que M > m, o que nés fizemos no capitulo 2 foi igualar a forca
gravitacional a resultante centripeta e utilizar a relagao entre a velocidade, o
periodo e o raio da Orbita. Agora, vamos realizar o mesmo procedimento para
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cada massa.

Pela lei da gravitagao universal, a forca gravitacional Fy; em ambos os corpos

GMm
Fy=——
(R+ )2
Agora, perceba que m e M realizam érbitas circulares de raio r e R, respec-

tivamente, em torno do centro de massa. Desse modo, podemos igualar a forga
gravitacional a resultante centripeta de cada corpo:

Em M, temos:

GMm MV?

(R+7r)?2 R

2rR -
Como V = 7 podemos reescrever essa expressao como:

Gm 47’ R
Rir? . T2 (7.1)
Analogamente para m, podemos obter:
GM 4m2y
(Rt T2 (7.2)

Somando as equagoes 7.1 e 7.2, obtemos:

G(M +m) 47*(R+)

(R+r)? T

Ou seja:

T2 472

(R+r)*  G(M+m)

Que é o equivalente da Terceira Lei de Kepler para sistemas binarios de
Orbitas circulares! Perceba que, no caso limite em que M > m, R — 0 e
M +m — M, ou seja, voltamos a equagao encontrada no segundo capitulo.

7.2.1 Velocidades e Distancias

Agora, vamos ver relacoes entre as velocidades V' e v, as distdncias R e r e
as massas M e m por dois métodos diferentes e confirmar que eles produzem
resultados idénticos.
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Centro de massa:

Sendo R e 7 os vetores posigao das estrelas com origem no CM, de acordo
com a defini¢ao vetorial do centro de massa utilizando como origem o préprio
centro de massa, temos:

ECMZOZME+mF

Ou seja:

Note que a expressao do exemplo 1 é muito parecida com essa. A tnica
diferenga é que antes haviamos analisado somente a relagao entre os moédulos
dos vetores. Ainda, vale notar que o sinal negativo aparece pois os sentidos de
R e 7 sao opostos.

A utilizacao da notagao vetorial é importante para o que iremos fazer agora.

- dR  dry . - . .
Como V = g ev= T podemos derivar a expressao acima com relagao ao

tempo para obtermos:
U
— =-m— & | MV =-m7
at — "t il

Ou, tratando dos médulos:

MV =mv

Resultante centripeta:

Apesar das dedugoes vistas a partir do centro de massa serem validas para
qualquer tipo de orbita, vale a pena analisarmos o que acontece quando as
orbitas sao circulares.

Primeiramente, podemos dividir a equagoes 7.1 pela equagao 7.2 para ob-
termos:
= MR =mr

R
.

SE

27TR 2
Agora, sabemos que V = WT ev = % Assim:

2V w

T R
5 . [ . - . AS
°Se vocé nao souber cdlculo, pode interpretar essas equagoes como um velocidade = A

“generalizado”.
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Desse modo, podemos encontrar:

Assim como esperado!

7.3 Caso geral

No segundo capitulo do livro, vimos as Leis de Kepler para sistemas bindrios
em que mj > mo. Agora, vamos generaliza-las para um sistema binédrio qual-
quer.

e 12 Lei: As drbitas das estrelas sdo elipticas (no geral, conicas);

e 22 Lei: O segmento que liga o centro de massa até uma das estrelas varre
areas iguais em tempos iguais;

e 32 Lei: Sejam a; e ap os semieixos maiores das érbitas das estrelas de
massa my e my. O perfodo P das estrelas (que é o mesmo para ambas) é:

P2 472

((11 + a2)3 G(m1 + ’ITLQ)

Agora, iremos deduzir algumas propriedades geométricas das 6rbitas das
estrelas a partir somente das leis de Kepler e das propriedades do centro de
massa.

7.3.1 Formato

De acordo com a 12 Lei de Kepler, sabemos que as érbitas de ambas as estre-
las sao elipticas. Entretanto, ainda resta uma duavida a respeito da disposicao
de cada uma dessas elipses com relagao ao centro de massa. Intuitivamente,
temos duas opgoes para analisarmos qual é a correta:
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Figura 7.6: Opgoes para o formato das érbitas em um sistema binario

Na opgao da esquerda, quando m; estd no periastro, my também estd. Ja
na opcao da direita, quando my estd no periastro, msy estd no apoastro.

Para determinarmos qual das opcoes é a correta, precisamos lembrar que
miry = mary (centro de massa). Vamos analisar primeiro a op¢ao da direita:

Quando m; estd em seu periastro, mo estd em seu apoastro, ou seja, r; =
a1(1 —eq) e 19 = az(1 + ez). Desse modo:

miry = Mol = m1a1(1 - 61) = m2a2(1 + 62) (73)

Por outro lado, quando m; estd em seu apoastro, mo estd em seu periastro,
ou seja, r;} =aj(l+e1) erh=as(l—ey). Assim:

mary = maory = myiai(1+ e1) = maas(1l — e3) (7.4)

Somando as equagoes 7.3 e 7.4, temos:

2mia1 = 2meoas = miay = Mmaao

Por enquanto, nao ha nada de errado. Entretanto, subtraindo 7.3 de 7.4,
temos:

2m1a161 = —2m2a262

Mas como mia; = mgasg, temos que e; = —ep, 0 que nao faz sentido visto
que nao existe excentricidade negativa. Desse modo, o formato correto esta
representado pela situagao na esquerda da figura 7.6!
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7.3.2 Excentricidade

Uma propriedade muito relevante sobre sistemas bindrios é que as excen-
tricidades das érbitas individuais sao idénticas. Para provarmos isso, vamos
aplicar as propriedades do centro de massa na figura abaixo (que, como acaba-
mos de provar, representa corretamente um sistema binério):

™o

Figura 7.7: Sistema bindario geral

Quando m; estd no periastro, mo também esté, logo:

m1a1(1 — 61) = m2a2(1 — 62) (75)
Agora, quando m e mo estdo em seus apoastros, temos:

m1a1(1 + 61) = m2a2(1 + 62) (76)
Somando as equagoes:

mipayp = maaz

Que ja é uma propriedade importante por si s6! Agora, subtraindo as
equagoes:

2m1a161 = 2m2a262
Assim:
€1 = €2

Assim como querfamos demonstrar!



7.3. CASO GERAL 393

Exemplo 2

Qual a excentricidade minima de um sistema bindrio com estrelas de massa
mp € meo para que as orbitas individuais se intersectem? Nessa situacao é
possivel haver uma colisdo entre as estrelas?

Solucgao
Vamos assumir, sem perda de generalidade, que m; > msy. A situacao no
caso limite esta representada pela imagem abaixo:

e

Figura 7.8: Situacao limite

Pode-se perceber que, nessa situacao, a distancia do CM ao apoastro da
orbita de my é idéntica a distancia do CM ao periastro da orbita de ms. Assim:
a1(1+e1) =ax(l—eq)

Entretanto, acabamos de ver que e¢; = €5 = €,,4,. Assim:

ag — a1
az + ay

Emin =

il a2 my
Entretanto, ja vimos que — = —. Desse modo:

ai ma2

a2

2 4

a1 my — my
€min = Qo = | €min =

—+1 my + M3




394 CAPITULO 7. SISTEMAS BINARIOS

Agora, respondendo a segunda pergunta, é impossivel haver uma colisao,
visto que sempre que um dos corpos estiver no ponto de intersecgao, o outro
estard do outro lado do centro de massa.

Por fim, vale ressaltar que caso a excentricidade fosse maior que a excentri-
cidade minima, as orbitas seriam parecidas com:

auc

my

Figura 7.9: Quando e > epin

Aprendemos nas tltimas se¢bes as principais caracteristicas relacionadas a
dindmica de sistemas binérios (ou de estrelas com exoplanetas). Caso quiséssemos
ir um pouco além (e.g. encontrar a velocidade de cada estrela em um ponto
qualquer), precisariamos utilizar um conceito conhecido como drbita relativa,
que infelizmente ultrapassa um pouco do escopo deste livro. Agora, iremos
estudar os 4 principais tipos de sistemas bindrios.

7.4 Inclinacao orbital

Antes de comegarmos a estudar os sistemas binarios, vamos ver um conceito
extremamente relevante para o que veremos em breve. Quando olhamos o céu,
é esperado que a maioria dos objetos, e.g. galdxias, nao estejam alinhados com
a nossa linha de visada. Nesse ambito, a inclinagao orbital ¢ é o angulo entre
a linha de visada e o vetor normal (perpendicular) & dérbita/superficie, assim
como pode ser observado na imagem abaixo.
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D

Observador

Figura 7.10: Inclinagao orbital ¢

Ainda, quando ¢ = 90° / i = 0°, chamamos a 6rbita de “edge-on” / “face-
7 3
on”, respectivamente.

Figura 7.11: Exemplo de galdxia edge-on (NGC 891)

Figura 7.12: Exemplo de galdxia face-on (M74)

Algumas aplicacbes importantes desse conceito sao:
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e O fato de um circulo inclinado em relagao a linha de visada ser visto como
uma elipse;

e Obtencao da velocidade total a partir da velocidade radial;

e Determinagao das condigoes em que um sistema é eclipsante;

e Célculo da duracao de um eclipse.

O seguinte problema ilustra a primeira e a segunda aplicagoes:

Exemplo 3

Um exoplaneta de massa desprezivel com relacao a massa de sua estrela
realiza uma O6rbita circular parecida com o que estd representado na figura
abaixo. Alguns cientistas na Terra conseguiram medir os angulos representados
pelos semieixos maior e menor da Orbita observada, a e 3, a velocidade radial
maéaxima do exoplaneta, v, _mqz, € sua paralaxe p. Somente com esses dados,
encontre o periodo da érbita e a massa da estrela. Considere a velocidade radial
do centro de massa do sistema como nula®.

Linha de visada

Figura 7.13: Exemplo 3

Solugao

A primeira coisa a se perceber é que, de acordo com a primeira aplicacao
vista, os cientistas irao ver uma dérbita eliptica do exoplaneta em torno do centro
de massa. A imagem abaixo ilustra essa situacao:

6Ela poderia ser causada pela expansdo do universo (i.e. Lei de Hubble), por exemplo.
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Linha de visada

Orbita circular
Figura 7.14: Solucao exemplo 3

Sendo a o raio da drbita circular do exoplaneta, pode-se perceber que o
semieixo maior da elipse observada também vale a! Por outro lado, o semieixo
menor b é a componente projetada de a perpendicularmente a linha de visada.
Observe o triangulo formado:

a

@

Orbita circular
Figura 7.15: Solucao exemplo 3

Desse modo, temos:

b
cost = —
a
A partir da paralaxe p, podemos encontrar a distancia d até o sistema:
1
pl”]

Assim, podemos achar a e b como funcéo de d, a e 3:

d[pc]

a=oad
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b=pd

Ou seja, podemos achar a inclinacao orbital il Agora, perceba que o médulo
da velocidade radial é médximo quando o exoplaneta passa sobre o plano de
visada. Nesse ponto, a velocidade faz um angulo de 90° — i com a linha de
visada, assim como pode se observar na figura abaixo. Desse modo, podemos
encontrar uma relagao entre v, _,,q: € a velocidade v do exoplaneta em torno
da estrela no referencial da estrela:

Figura 7.16: Encontrando a velocidade radial

Ur—max = UCOS(QOO - Z) =vsent

. 2ma
Mas como temos i, podemos encontrar v. Agora, note que v = R onde

P é o periodo da érbita. Assim:

P 27r7a ~lp_ 2radsen i
v vr—mar
GM
Ainda, sabemos que v = {/ —, logo:
a
2 2
vea v ad
M —_ _ 7 :> M — r—max
Gsen?q
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Agora, vamos ver um problema em que a velocidade radial do centro de
massa nao pode ser desprezada:

Exemplo 4

Cientistas calcularam as velocidades radiais maxima e minima, v, e vy, res-
pectivamente, da rotagdo de uma galdxia espiral aproximadamente circular com
inclinacao orbital i. Sabendo que a galaxia possui velocidade de rotagao angular
uniforme w, calcule seu raio R e sua distancia d até a Terra.

Dica: a velocidade radial de um ponto que dista d da Terra é v, = Hqd,
onde Hy é a constante de Hubble (isso sé é vélido para d muito grande).

Solugao

Vamos primeiramente analisar o caso simplificado em que 7 = 90°, ou seja,
a galaxia é edge-on. A imagem abaixo representa essa situacao:

Linha de visada

Hoyd wR

Figura 7.17: Caso simplificado em que i = 90°

Pode-se perceber que o ponto superior é onde a velocidade radial é maxima
(vq) € que o ponto inferior é onde a velocidade radial é minima (v,). Vale
ressaltar que, caso a velocidade radial v, do centro da galdxia tivesse sido dada,
bastaria utilizarmos v, = Hgd para encontrarmos a distancia. Desse modo:

v = Hod + wR
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vy = Hod — wR

Somando as equagoes, obtemos:

Vg + Up
=2Hpd = d =
Vg + Up 0 QHO
Por outro lado, fazendo v, — v, temos:
Vg —Vp =2WR =R = Ya — %
2w

Que sao os valores procurados no caso em que i = 90°. Note que a tunica
diferenca dessa situagao para o caso geral é que no caso geral somente uma
componente da velocidade de rotacao da galdxia é radial. A imagem abaixo
representa a geometria necessaria para encontrar a componente radial:

Figura 7.18: Encontrando a componente radial da velocidade

Como o angulo entre wR e a linha de visada é 90° — 4, temos que a compo-
nente radial de wR é v, = wRcos(90° — i) = wRseni. Assim:

ve = Hod + wRsent

vy, = Hod — wRsens

Somando as equagoes, temos:

d— Vg + Vp
2H
Por outro lado, subtraindo-as:
R— Vg — Up
2wsen?
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7.5 Binarias Visuais

Um sistema binario é chamado de visual quando ambas as suas estrelas
sao visiveis. Nesses casos, é possivel encontrar as massas individuais de cada
estrela. Vamos analisar uma situagao em que ambas as érbitas sao circulares,
assim como estd representado na figura abaixo:

Orbitas vistas de cima: Orbitas vistas de perfil:

TrL

Figura 7.19: Binarias visuais

A partir de observagoes, conseguimos encontrar as seguintes informacoes do
sistema:

e O periodo P do sistema;

e Os angulos compreendidos pelos semieixos maior e menor das 6rbitas 1
(M) e2(m): ai, 1, az e [Ba, respectivamente;

e A distancia d até o sistema (por paralaxe, p.ex.).

De maneira parecida com o que fizemos no Exemplo 3, podemos achar a
inclinacao orbital 4:

b b B B
COS, —= — = — = |C0S?, = — = —
aq a9 aq (&%)

Onde b1 = ﬁld, b2 = 62d, a; = Oéld € a2 = O[Qd.

Agora, perceba que R = a; e r = az. Desse modo, podemos encontrar a
razao entre as massas através da equagao do centro de massa:

a9 M (6]

R o m aq

1S
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Por fim, precisamos utilizar a Terceira Lei de Kepler de sistemas binérios
para encontrarmos as massas individuais:

P? 472 4% (R+1r)3
Brrp Gl m M Tm="p

(6%
Como R=a1d, r =asdem= —1M, podemos achar M:
as

o 472d3 (o + az)?
My S = T A
+ (%) GP2
Logo:
M= 42 d3 g (0 + ai)?
G P2

Analogamente para m:

47T2d3a1(a1 + C¥2)2
m =
GP?

7.6 Binarias Astrométricas

Quando somente uma das estrelas de um sistema bindrio pode ser observada,
este recebe o0 nome de astrométrico. Note que o que iremos ver também é valido
para estrelas com exoplanetas, visto que é muito dificil observar um exoplaneta.

Quando olhamos para o céu, é esperado que, ignorando efeitos de paralaxe
(que é desprezivel para distancias muito grandes), a posicdo de uma estrela
varie continuamente (movimento préprio). Entretanto, caso a estrela também
esteja oscilando em torno de um ponto que se move de acordo com o movimento
proéprio, isso pode sugerir que hd um outro corpo interagindo gravitacionalmente
com ela, caracterizando um sistema bindrio ou um exoplaneta. A imagem
abaixo representa isso:
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inacdo

Decl
T

Ascengao reta

Figura 7.20: Binarias astrométricas

E possivel “subtrair” o movimento préprio do movimento do membro visivel,
o que resultaria em uma Orbita observada parecida com aquelas que estudamos
nas ultimas secoes. Vamos estudar quantitativamente uma situagao em que as
Orbitas do sistema bindrio sao circulares. A partir de observacoes, é possivel
encontrar:

e A disténcia d até o sistema (por paralaxe, p.ex.);
o A massa M da estrela visivel”;

e O angulo compreendido pelo semieixo maior da érbita observada da es-
trela, «;

e O periodo P do sistema.

Veremos que é possivel encontrar a massa m da componente nao visivel (que
pode ser uma estrela ou um exoplaneta). Como j& vimos, o raio R da érbita da
estrela visivel é:

R=ad

Pela Terceira Lei de Kepler para sistemas binarios:

P? _ 472

R+r)?  GOM+m)

Pela equagao do centro de massa:

MR =mr

"Podemos medir o fluxo da estrela na Terra. Como temos sua distancia até nés, podemos
encontrar sua luminosidade. A partir disso, podemos utilizar relagdes entre luminosidade e
massa de estrelas para encontrarmos sua massa, assim como vimos no capitulo 3.
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Com essas equagoes em méaos, podemos encontrar uma expressao que envolva
m e as outras varidveis. Substituindo r da equagao do centro de massa na
Terceira Lei de Kepler:

P2 B 472
M\° GM+m
R3 (1 + ) ( )
m
Reescrevendo:
m3 _ dr2a3d3

(M+m)3? _ GP2

Note que nao é facil isolar m como funcao das demais varidveis, uma vez
que tal equagdo é uma cubica. Entretanto, é possivel resolvé-la por iteragao,
porém isso ultrapassa o escopo deste livro.

7.7 Binarias Espectroscépicas

Bindrias espectroscépicas sao sistemas em que analisamos o espectro das
duas estrelas para determinarmos seus parametros. Iremos tratar da situacao
em que ¢ = 90° e ambas as drbitas sdo circulares, que é o caso mais cldssico.
Observe as duas imagens abaixo:

Ov
Ov
O veM

Linha de visada

Figura 7.21: v e V sao as velocidades de m e M no referencial do C'M, respec-
tivamente. A velocidade total é a soma vetorial de vops com a velocidade no
referencial do CM
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Velocidade radial Uy P
A

VoM

Figura 7.22: Gréfico da velocidade radial para m (azul) e M (vermelho)

Da Terra, é possivel determinar o gréfico da figura 7.22 calculando o redshift
das estrelas em diversos instantes de tempo. Com ele, é imediato encontrar v,
(velocidade quando as curvas se interceptam), v e V' (representados no gréfico)
e o periodo P do sistema. Com essas informacoes, é possivel encontrar m, M,
r e R, como veremos agora.

Como as 6rbitas sao circulares, temos que é possivel encontrar r e R por:

L I
P o
€
2R VP
e e T

Agora, pela Terceira Lei de Kepler:

P2 472

(R+7r)3  GM+m)

Pela equagao do centro de massa:

MR =mr

Juntando essas duas expressoes, podemos achar M:

4 2 3
M+m:M<r+R> _An (R+7)

GP?

r

Assim:
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472%r(R +1)?
M= TN
GP?

Ja para m, temos:

_ 4Am?R(R+7)?
B G P2

Vamos ver uma aplicagao pratica disso no exemplo abaixo.

Exemplo 5

Um estudante analisa o espectro da linha de absorgao Sédio D1 (compri-
mento de onda de repouso 5895,5 A) de cada estrela de um sistema binario
edge-on. Devido ao movimento relativo das estrelas com relagao a Terra, os
comprimentos de ondas observados sofrem redshift e ficam alterados. Veja os
dados coletados para o comprimento de onda do espectro de absorcao da linha
Sédio D1:

Comprimento de onda de cada estrela na linha S6dio D1

t/ dias 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1 24
/I] (&) 5897.5 5897.7 | 58972 | 5896.2 | 5895.1 58043 | 5894.1 58946

)13 (A) | 58931 58028 | 58937 | 5896.2 | 5897.3 | 58987 | 58990 | 5898.1

t/ dias 2.9 30 i3 36 39 42 4.5 4.8
/‘1'1 (A) 5895.6 | 5896.7 | 58973 | 58977 | 5897.2 | 58962 | 5895.0 | 58943

)13 (A) | 58964 | 58945 | 5893.1 | 5802.8 | 5893.7 | 58962 | 58974 | 58987

Figura 7.23: Exemplo 5

Utilizando os valores da tabela, determine:

a) As velocidades v e vy de cada estrela;

~ mi ~ .
b) A razdo entre as massas das estrelas, —, e a razao entre os raios de suas
ma
L1 T2
orbitas, —;
1

¢) A distancia r entre as estrelas;

d) As massas individuais de cada estrela, m; e ma.
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Solucgao

a) A primeira coisa a se analisar é a variacdo temporal dos comprimentos de
onda. Olhando os valores da tabela, ja é possivel identificar um padrao senoidal,
porém, a fins didéticos, a imagem abaixo é um grafico do A de cada estrela
(vermelho — 1, azul — 2) entre t = 0,3 e t = 2,4. A reta roxa representa o
comprimento de onda de repouso, 5895.5A.

5900

5895 | | | | | | | | | | | ) | | | | | | .

5890

Figura 7.24: Plot dos comprimentos de onda

Note que tal comportamento se dé pois as estrelas, que possuem velocidade
constante, nao possuem velocidade apontando diretamente para ndés ao longo
de suas érbitas, entdao a componente radial da velocidade varia continuamente.
Desse modo, pode-se observar que os pontos de minimo e maximo no grafico
acima sao quando a velocidade da estrela estd na direcao radial e ela esta se
aproximando (minimo) ou afastando (méximo) de nds.

Para a estrela 1:

Amaz1 = 5897, 7A
Amin1 = 5894,1A

Ja para a estrela 2:

Amazz = 5899,0A
Amin2 = 5892,8A

Com isso, vamos calcular v;. Sendo veps a velocidade do centro de massa,
temos para o ponto de velocidade radial maxima:

)\maz
UCM+1)1—C< 11)
Ao

Ja para o ponto de velocidade radial minima:

_ </\min1 )
vom —v1=c| ———1
Ao
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Subtraindo essas equacoes, temos:

Cc

= (Amazt — Amin1) = 9,2 - 10*
2)\0(/\ma1,1 A'mznl) 97 0 m/s

v =

Realizando os mesmos célculos para a estrela 2, obtemos:

vy = 1,6 - 10° m/s‘

b) Sabemos que as estrelas orbitam o centro de massa comum, logo:
my T2 U2
monon
ma 1 U1

¢) Analisando o gréifico, vemos que o perfodo P do sistema bindrio é cerca de

r;
trés dias. Agora, como v; = Tl, temos, para o corpo 1:
v P
ro=—a—=38-10"m
2

Ja para o corpo 2:

P
ry = 2 = 65-10° m
2w

p ~ T2, - .
Perceba também que a razdo — é préxima daquela calculada no item b),
1
como esperado.

Assim, a distancia r entre as estrelas é ‘ r=ry+r,=10- 1010 m‘

d) Pela terceira lei de Kepler:

P2 472
N, + =9,6-10%k
3 Gl J mi + mo , g

Calculamos a razao m_ 1,72 = k no item b), logo, sendo M = my + ma:
ma2

M
M=mi+mo=mo(l+k)= m22m23,5'1030 kg

my = kmy = 6,1-10% kg
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7.8 Binarias Eclipsantes

Nas bindrias visuais e astrométricas, os nossos dados sao coletados a partir
de observagoes. Ja nas bindrias espectroscépicas, analisamos o espectro das
estrelas. Agora, nas binarias eclipsantes, utilizamos as curvas de luz do sistema
bindrio para identificar os parametros das estrelas.

Antes de estudarmos a situacdo em que hé um eclipse, vamos aprender a
calcular a magnitude combinada de um sistema bindrio. O seguinte exemplo
ilustra esse conceito:

Exemplo 6

Em um sistema binario, as magnitude das estrelas sao m; = 2,0 e mg = 3,0.
Calcule a magnitude minima desse sistema, isto é, a magnitude combinada do
sistema binario.

Solucgao

A condigao de magnitude minima é satisfeita quando ambas as componentes
estao visiveis, isto é, quando nao ha eclipse. Nessa situagao, sendo F} e F5 o0s
fluxos individuais de cada estrela, temos que o fluxo combinado Fi,,,; sera:

Fcomb - Fl + F2
Por Pogson, a magnitude combinada mcomp é:

Feom F
Meomp — M1 = —2,5 longb =-29 log (1 + P,j)

Podemos encontrar a razao dos fluxo aplicando Pogson entre as estrelas

individuais:

P, _F
my —my = =25log = - =107
1 1

Logo:

F,
Meomb = M1 — 2,5log (1 + FQ) =2-25log (1+107%%) =

1

Nesse problema, o fluxo que chega na Terra, F,, foi facilmente calculado
somando os fluxos das estrelas individuais, afinal nao havia nenhuma ocultagao.
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7.8.1 Fluxos

Quando olhamos para o céu, algumas estrelas aparentam variar seus brilhos
periodicamente. De fato, existem estrelas que expandem e contraem periodi-
camente de forma que seus brilhos variem periodicamente - as cefeidas, por
exemplo. Entretanto, uma outra explicacao para tal comportamento é a pre-
senga de um sistema bindrio (ou de um exoplaneta). Quando um sistema binério
possui inclinagao orbital ¢ muito préxima de 90°, pode-se observar que as estre-
las passam uma na frente da outra no decorrer de um periodo, resultando em
tais alteragoes de fluxo.

Antes de tudo, é importante definirmos os dois tipos de eclipses que ocorrem
em um periodo:

e Eclipse priméario: maior queda no brilho

e Eclipse secundario: menor queda no brilho

Vamos analisar o caso geral: temos duas estrelas de raios Ry e Ry (onde
Ry > Rs) e temperaturas 77 e T. Considerando a inclinagdo orbital como
i =90°, vamos calcular os fluxos em trés situagoes:

e (a) Ambas as estrelas estao completamente visiveis;
e (b) A estrela 2 estd atrds da estrela 1;

e (c) A estrela 2 estd na frente da estrela 1.

Temperatura T}

Temperatura 75

Figura 7.25: Estrelas do sistema binario
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A primeira situacao é idéntica aquela do Exemplo 6. O fluxo F, nessa
situagao é, pela Lei de Stefan-Boltzmann:

|F.=F\ + F, = k(R3T) + R3TY)]

Na segunda situagao, pode-se perceber que a luz da estrela 2 nao chega na
Terra, ou seja, o fluxo Fj, é:

|F, = 7y = kR3T} |

Ja na terceira situagao, podemos calcular o fluxo F, considerando que o
brilho superficial das estrelas é constante, ou seja, o fluxo é proporcional a
area visivel. Desse modo, F, pode ser interpretado como o fluxo total da
estrela 1 subtraido do fluxo de uma estrela de raio Ry e temperatura 17 e
somado do fluxo da estrela 2 (é como se estivéssemos trocando um pedago de
raio Ry da estrela 1 pela estrela 2)%. Assim:

| F. = k(R3T{ ~ R3T} + R3TY) |

Com esses valores, é possivel encontrarmos a razao entre as temperaturas
das estrelas caso F,, F} e F. sejam conhecidos. Note:

F, — F, = kR3Ty

F,—F.=kR3T}

Dividindo a equagao de baixo pela de cima:

n\* F,-F.
T.) F,—-F

Por fim, também podemos encontrar uma relagao entre os raios. Perceba:

F, — F. = kR3T}

Como F, = kR2T}, temos:

Ry\®> F,—F.
R) B
Com essas equagoes em mente, podemos finalmente analisar as curvas de

luz de sistemas binarios. Existem dois casos: quando a estrela maior é mais
fria/mais quente que a estrela menor. O enunciado da questdo sempre ird

8Caso um exoplaneta estivesse passando na frente na estrela grande (ao invés de uma
estrela), bastaria considerar T> ~ 0.
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indicar (muitas vezes, indiretamente) qual das situagdes é a correta. Vamos
analisar somente o primeiro deles, visto que o outro é andlogo. Assim, a curva
de luz quando a estrela maior é mais fria estd representada abaixo:

Brilho

Figura 7.26: Estrela maior mais fria

Pode-se perceber que o eclipse secunddrio (maior fluxo) ocorre quando a
estrela menor passa em frente da estrela maior. Isso ocorre porque quando
a estrela menor passa por tras da estrela maior, obtemos o fluxo apenas da
estrela fria, enquanto que quando a estrela menor passa na frente, estamos
“substituindo” um pedacgo frio por um pedaco quente de mesmo tamanho, ou
seja, tem-se um fluxo maior.

Sendo Fj o fluxo sem eclipse, Fp o fluxo no eclipse primario e Fg o fluxo no
)
eclipse secundario, podemos realizar as seguintes comparagoes:

Fy = F,
Fp=F,
FS:FC

Caso a estrela maior fosse mais quente, teriamos Fp = F, e Fg = F,.

Vale ressaltar que, na pratica, as curvas de luz nas regides “intermediarias”
(quando a estrela menor ainda nao ficou totalmente contida na regido da estrela
maior) nio sdo compostas por linhas retas. Isso ocorre devido a um fenémeno
conhecido como escurecimento de borda, que faz com que o brilho superficial
seja menor préximo ao contorno da estrela.
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Figura 7.27: Escurecimento de borda

7.8.2 Intervalos de Tempo

Acabamos de ver que é possivel encontrar a razao entre as temperaturas e
os raios das estrelas de um sistema bindario analisando os fluxos da curva de luz.
Agora, iremos calcular a razdo entre os raios de cada componente analisando
alguns intervalos de tempo dos eclipses. Desta vez, nao hé distingao sobre a
estrela maior ser mais quente ou mais fria que a menor.

Dois intervalos de tempo sao interessantes:
e T intervalo em que o fluxo deixa de ser méximo;

e t: intervalo em que o fluxo é minimo.

Brilho

Tempo

2(R+r)

2(R+7)

Figura 7.28: Intervalos de tempo
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Note que T comega quando a estrela menor “toca” a estrela maior e termina
quando ela deixa de tocar a estrela maior. Desse modo, a distancia percorrida
por qualquer ponto da estrela menor (e.g. seu centro) durante T é AS =
r+2R+r =2(R+r). Por outro lado, ¢ comega quando a estrela menor estd
completamente imersa na regiao da estrela maior e termina quando ela deixa
de estar completamente em tal regiao. Assim, a distancia percorrida por seu
centro durante t é As = 2(R — r). Com isso, podemos fazer?:

2
AS:'UrelT:>T: M
Urel
€
2(R —
AS:vTelt:Mf:M
Urel

Onde v,.; é a velocidade relativa entre as estrelas, i.e. a soma das velocidades
individuais das estrelas em relagdo ao CM. Agora, dividindo as equagoes:
T R+r
t R-—r

T
Chamando k = - temos:

k1
k:(R—r):R+r:>R(k:—1):r(/<:+1):>?zk—tl
Por fim:
R_T+i
r  T—t

O seguinte exemplo ilustra o que vimos até agora:

Exemplo 7

A curva de luz abaixo é de um sistema binério ficticio com estrelas X e Y.
Considerando que a estrela X é mais brilhante, mas Y é mais quente, calcule:

X ~ .
a) T, 0 & Tazao entre os raios das estrelas.
Y

X ~ L
b) ., & 1azdo entre as luminosidades das estrelas.
Y

X -
c) T a razao entre as temperaturas das estrelas.
Y

9Rigorosamente, deverfamos analisar grandezas angulares, como o angulo percorrido pela
estrela menor e a velocidade angular relativa entre as estrelas, porém, para grandes distancias,
o0 que estamos fazendo é valido. Além disso, note que estamos tratando do caso em que a
inclinagao ¢ é exatamente ou muito préxima de 90°.
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Curva de Luz

LER L

=
(s )]

= = =
o N o
L

Fluxo (10 % W/m?)

10 12 14 16 18 20

0 2 :1 ﬁl 8
Tempo (dias

Figura 7.29: Exemplo 7

Solugao

a) Antes de tudo, qual das estrelas é maior? O enunciado nos deu que Lx > Ly
e que Tx < Ty, logo, utilizando a Lei de Stefan-Boltzmann:

Lx > Ly & R%T% > R3Ty

Note que essa inequagao sé pode ser satisfeita se .

Agora, analisando o gréifico, obtemos T' = 1,25 dias e t = 0,25 dias (medigoes
feitas com régua). Desse modo, basta aplicarmos a férmula recém-deduzida:

R T+t
it el ]

Ainda, poderiamos ter obtido o mesmo resultado analisando os fluxos. Per-
ceba que F, = 16-10712 W/m?, F, = 10-10712 W/m? e F. = 11,5-10712 W/m?,
ou seja:

Ry\®> F,-F.
kL =045
(RX) F 7
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Ou seja, | =— = 1,49 | Em uma prova, ambas as respostas (1,5 e 1,49) se-

riam vélidas.

b) Acabamos de ver que a estrela X é maior e mais fria, entdo a situacdo é
idéntica aquela estudada anteriormente nesta se¢ao. Assim, temos:

F, = Fx + Fy =16 -107'2 W/m?

F,=Fx =10-10"'2 W/m?

Vale lembrar que a maior queda no fluxo ocorre quando a estrela Y estd
atras da estrela X. Como temos F'x e a soma Fx + Fy, é facil encontrar Fy:

Fx +Fy =16-1072 W/m?* = Fy = (16 —10)- 1072 = 6- 1072 W/m?

Como ambas as estrelas estao essencialmente & mesma distancia da Terra:

Lx Fx 10

— =—=—=167

Iy " 6
¢) Como sabemos a razao entre as luminosidades e os raios, basta utilizarmos
a Lei de Stefan-Boltzmann:

1/4
L _ (Ra)? (Tx\'_ Tx _ (Lx (By )
Ly  \ Ry Ty Ty \ Ly \Rx

Fazendo as devidas contas, temos:

Tx
Ainda, é possivel encontrarmos esse mesmo resultado analisando direta-
mente os fluxo analisados, que nesse caso vimos que sio F, = 1610712 W/m?,
F,=10-1072 W/m? e F. = 11,5 - 10712 W/m?2. Temos, como ja deduzimos
anteriormente:

Tx\* F,—F. 16-115 Tx _
(Ty) T F —F,  16-10 iﬁ_

Como esperado!
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7.9 Problemas

7.1. (Iniciante) (P3 Online/2019) Observagoes espectroscépicas do sistema bindrio
de anas brancas WD 1242-105 forneceram as curvas de velocidade radiais apre-
sentadas abaixo.

, V radial (km/s)

g

§

AV raq (km/s)
o

-y

0.0 0.5 1.0 1.5 20
Fase

A curva vermelha representa a componente A, enquanto a azul é da componente
B. O que podemos afirmar a respeito das relacoes entre as velocidades radiais
(V), perfodos (P) e massas (M)?

a
b
c
d

)VA<VB,PA<PBGMA<MB
)VA<VB,PA=PBGMA>MB
)VA>VB,PA=PBGMA<MB
)VA>VB,PA>PBGMA>MB

7.2. (Iniciante) (P2 Barra/2019) Considere um sistema bindrio em que uma
estrela no sistema é mais massiva do que a outra. Na figura a seguir vemos a
6rbita da menos massiva das estrelas ao longo de 4 anos. Ao fim do quarto ano,
a estrela estd de volta a posigao inicial (Ano 0).

Ano 2

Ano 3 Ano 1

Ano 0

Desenhe as orbitas das duas estrelas vistas perpendicularmente
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7.3. (Iniciante) (Prova individual OLAA /2013) Em um sistema bindrio, as es-
trelas orbitam ao redor de um ponto em comum. Assuma que ambas emitem
uma luz com comprimento de onda de 6,58 - 10~7 m.

a) Quando as estrelas estdo na configuracao mostrada na figura abaixo, o com-
primento de onda da luz medida na Terra é 6,58 - 10~7 m para ambas. Ex-
plique o porqué disso.

{ N ] Em direcdo a Terra
EstrelaA @ EstrelaB @ >

b) Quando as estrelas estdo nas posigoes mostradas na figura a seguir, o obser-
vador na Terra mede dois comprimentos de onda: 6,50-10~7 m para a estrela
A e 6,76 - 107" m para a estrela B. Determine a velocidade das estrelas e
indique qual estd se distanciando e qual esta se aproximando de nés.

Estrela B

; Em direcdo a Terra
i H i >
1 : H

Estrela A

7.4. (Iniciante) (P2 Online/2020) Considere uma binéria visual de érbitas cir-
culares com ¢ = 0°. Sabendo que o periodo é P = 12,5 anos, a separagao
angular maxima vista da Terra é o = 1,007, a paralaxe trigonométrica do sis-
tema é p = 0,10” e que, com relagao ao centro de massa, a estrela secundaria
estd a uma distancia quatro vezes maior que a distancia da estrela primadria,
calcule a massa de cada componente.

7.5. (Iniciante) (P1 Barra/2020) A medida que um planeta orbita sua estrela
hospedeira, para planos orbitais vistos quase de perfil (i = 90°), ele passa
periodicamente, ou “transita”’, em frente ao disco estelar, conforme visto pelo
observador. Isso causa uma pequena diminuicao no fluxo estelar observado, que
pode ser medido.
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Os diagramas esqueméticos abaixo (NAO desenhados em escala) mostram a
curva de luz do transito resultante (fluxo normalizado f versus tempo t)
para um disco estelar uniformemente brilhante (& esquerda) e a geometria da
perspectiva do observador (a direita).

Observador

Se o angulo de inclinagao i for exatamente 90°, o planeta atravessa o disco
estelar ao longo do didmetro. Para outros valores de 4, o transito ocorre ao
longo de uma corda, cujo centro fica a uma distancia bRs do centro do disco
estelar, como mostrado. O fluxo sem transito estd normalizado para 1 e a queda
méaxima durante o transito é dada por A.

Considere um transito planetario com ¢ = 90° em torno de uma estrela que
tem uma mancha estelar no seu equador, comparédvel ao tamanho do planeta.
O periodo de rotacao da estrela é o dobro do periodo de translagao do planeta
(P. =2P,).

Desenhe os diagramas esquematicos da curva da luz de transito para cinco
transitos sucessivos do planeta.

O fluxo sem transito, para cada transito, deve ser normalizado independen-
temente. Suponha que o planeta nao encontre a mancha estelar no primeiro
transito, mas no segundo, sim.

7.6. (Intermedidrio) (P1 Vinhedo/2021) Considere um sistema bindrio a 20,0
pc da Terra em que as duas estrelas possuem orbitas circulares com diametros
angulares aparentes de 1,50” e 0,500”. Devido ao deslocamento Doppler, para
um observador no plano orbital do sistema binario o comprimento de onda cen-
tral da linha H, da estrela de menor massa atinge um valor maximo de 656,330
nm. Considere que o comprimento de onda da linha H, equivale a 656,281 nm
quando medido em laboratoério. Calcule o periodo orbital do sistema, em anos.

7.7. (Intermedidrio) (Prova em Grupo OLAA/2014) A figura mostra a curva
de luz de uma bindria eclipsante tipo Algol, cujo plano orbital estd na direcao



420 CAPITULO 7. SISTEMAS BINARIOS

da linha de visada. Indicam-se as magnitudes aparentes, m4 e mpg, correspon-
dentes aos minimos primério e secundario da curva de luz, respectivamente. A
profundidade de cada minimo A é definido como a diferenca entre a magnitude
aparente m4 ou mp e a magnitude aparente total da bindria my, (quando
nao hé eclipse). Considere que as duas componentes possuem raio R e que as
temperaturas efetivas das componentes mais brilhante e mais débil sdo T e
T's, respectivamente.

Tempo

.

Magnitud

a) Faga um esquema das posicoes relativas entre as duas componentes do sis-
tema, com respeito ao observador, correspondentes aos seguintes pontos da
curva de luz:

I. imediatamente antes que se comece a produzir o minimo primario
IT. quando se alcanga o minimo primario
ITI. imediatamente antes que se comece o minimo secundario e

IV. quando se alcanga o minimo secundario.
Indique claramente qual é a estrela A e qual é a B.

b) Encontre uma expressdo que relacione a profundidade de cada minimo da
curva de luz com a luminosidade total da bindria (L) € a luminosidade
individual de cada componente (L4 , Lg).

¢) Sabendo que as temperaturas efetivas das componentes sdo T = 12000 K
e Ty = 5000 K, calcule a profundidade Amag de cada minimo.

7.8. (Intermedidrio) (P2 Barra/2017) A Figura abaixo mostra a curva de luz
decorrente do transito do exoplaneta HD189733b, que orbita uma estrela de
tipo espectral K1V com 0,8 M.

No eixo vertical encontra-se o fluxo normalizado da estrela hospedeira, e no
eixo horizontal o tempo. O periodo orbital do exoplaneta é de 2,218573 dias.
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Normalized Flux

0.98

087

3.83 7.67 1.5 15.3 19.2
Tempo (ks)

Com base nessas observagoes, determine:

a) O semi-eixo (@) maior da érbita do exoplaneta,
b) Sua velocidade orbital v, supondo uma drbita circular;
¢) A razdo r/R entre o raio do exoplaneta (r) e o raio da estrela (R).

d) Supondo que a estrela hospedeira tenha 0,85 R, calcule o raio do exoplaneta
(em km). E possivel especular qual sua composigdo mais provavel (isto é,
gasosa ou rochosa)?

e) A figura a seguir mostra em cinza a extensdo da zona de habitabilidade
circunstelar (ou zona de Goldilocks) para estrelas de diferentes tipos espec-
trais. No caso de HD189733b, podemos afirmar que ele é um exoplaneta na
zona habitdvel?
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7.9. (Avangado) (P1 Barra/2020 adap.) BH Vir é um sistema bindrio locali-
zado na constelagdo de Virgem, com paralaxe de p = 6,70 mas (milissegundos
de arco). O sistema é eclipsante (i ~ 90°) e tem 6rbitas aproximadamente
circulares. Sabe-se que a magnitude aparente total do sistema na banda V é
de m, = 9,64 e que o raio de cada uma de suas componentes é R; = 1,250 R,

e Ry = 1,114 Ry. Considere que a estrela 1 é mais massiva e mais fria que a
estrela 2.

Abaixo, encontramos os graficos do fluxo normalizado do sistema e das veloci-
dades radiais vy e vy de cada componente do binario.

L.O

Fluxo (normalizado)

. S e S S S S—
0.80 090 000 0.10 0.20 030 040 050 0.60

Fase

L
0.70

Figura 7.30: Fluxo normalizado
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Velocidade radial (km/s)

L L L L

000 010 020 030 040 050 060 070

0..80 0.90
Fase

Figura 7.31: Velocidade radial

Utilize os graficos para, com base neles e nos dados fornecidos:

a) Calcular, em km/s, a velocidade radial do centro de massa do sistema em
relacao a Terra. Com base na sua resposta, diga se o sistema binario esté
se aproximando ou se afastando da Terra.

b) Calcular a razao entre as massas das componentes;

c) Calcular a magnitude absoluta M, 1 e M, 2 de cada uma das componentes
na banda V.

7.10. (Avangado) Os pontos de Lagrange de um sistema de duas massas com-
pardveis M e m (M > m) representam posigdes em que corpos menores podem
ficar em repouso em relagao as massas maiores, assim como pode ser observado
na imagem abaixo. Assim, responda:

a) Qual a velocidade angular dos pequenos corpos colocados nos pontos de
Lagrange? Em torno de que ponto eles giram? Considere que a distancia
entre M e m é D e que todas as 6rbitas sao circulares.

b) Qual a distancia d do ponto L2 até o centro de m? Considere d < D.
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Figura 7.32: Pontos de Lagrange

7.10 Gabarito

7.1. Pelo gréfico, fica claro que a amplitude da curva vermelha é maior que a
da azul, i.e. V4 > V. Agora, como MaVa = MpVp, Va > Vg = Ma <
Mp. Como vimos ao longo do capitulo P4 = Pp para sistemas bindrios,
logo a alternativa correta é a letra C).

7.2. Ambas as representacoes sao corretas:

Ano 2 Ano 2

7.3. a) O efeito Doppler ocorre quando um objeto estd se afastando ou apro-
ximando do observador, i.e. sua velocidade radial nao é nula. No caso
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mostrado, as velocidades das estrelas sao puramente tangenciais, e por
isso nao hé efeito Doppler da luz.

Podemos calcular a velocidade radial v, de cada estrela utilizando a
formula do redshift nao-relativistico:

v BA
C o )\0
Com isso, obtemos v4 = —3,65-10°m/s e vp = 8,21-10°m/s. Como a

velocidade radial de A é negativa, ele esta se aproximando. Por outro
lado, como v > 0, a estrela B estd se afastando.

7.4. Podemos ilustrar a situacao pelo desenho:

v

4
%

d

Como a < 1, temos que a distancia fisica a entre as componentes é:

a=d- -«

Pela paralaxe, podemos achar a distancia d ao sistema:

d[pc] 1”

lpc  p[]

Usando p = 0,1”, obtemos d = 10 pc. Agora, podemos achar a por:

a=10pc-1”

1UA
Entretanto, pela definicdo de parsec'?, 1 pc = ——, logo:

1 )

10Veja o apéndice de paralaxe.
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a=10UA

Agora, pela Terceira Lei de Kepler para sistemas bindrios:

P2 472

g N G(m1 +m2)

1 ano? 472

1UA® G- 1Mg

Porém, sabemos que (Terceira Lei de Kepler aplicada

na Terra). Assim:

a[UA]3
1UA®

Plano]?
1 ano?

(m1 +ma)[Mg] =

Como a = 10UA e P = 12,5anos:

mi +me = 6,4Mg

Agora, o enunciado nos disse que a distancia de msy ao centro de massa
(r2) é quatro vezes maior que essa distancia da componente 1 (r1). Assim:

ro = 47"1
Pelo centro de massa:

mi T2
— =—=4=m; =4ms
ma T1

my ~ .
Sabemos m; + my e —, entdo basta finalizarmos:
ma

mq - 674M@ — ma o 6,4M® 1
ma B ma B ma

4:

Assim, obtemos | me = 1,28Mg, ‘ e ‘ my = 5,12Mg |.

Quando o planeta passa na frente de uma mancha estelar, ele bloqueia
nao uma regiao brilhante, mas uma regido escura da superficie da estrela,
de modo que a estrela aparece brevemente um pouco mais brilhante no-
vamente. Como a mancha solar tem a mesma dimensao do planeta, o
fluxo medido durante a passagem do planeta na frente da mancha deve
ter QUASE a mesma intensidade do fluxo sem transito.
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Ainda, o “periodo sinédico” de P, e P, é S = 2anos. Assim, como o
planeta encontra a mancha no segundo transito, ele também a encontrara
no quarto (dois anos depois).

I Transit no. 1 f Transit no. 2
' L
f Transit no. 3 f Transit no. 4

E

b

I Transit no. 5

7.6. Calculando a velocidade da estrela de menor massa pelo efeito Doppler:

. AN
I 28y =2,24-10% m/s
C )\0

Perceba que o diametro angular de D,,¢n0s = 1,50” é da 6rbita da estrela

menos massiva (ja que 1,50” > 0,50”). Podemos encontrar o raio Rpenos
dessa orbita por:

R —d Dienos
menos —

2

Pelos valores do enunciado:
1 1
Rinenos = 20pce - 3 1,50
Como 1UA = 1pc-1”, por defini¢ao, temos:

Rmenos =15UA
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Sabemos que v, € Ryenos S€ relacionam por v, =

Orbita é circular. Assim, podemos encontrar 7"

Ou seja:

T =

27 Ronenos _ 2m - 15 - 1,496 . 1011

27 Rinenos

vy

2,24 - 10*

T =6,3-10% s =[20 anos|

7.7. a) Desenhando a situacao:

T , afinal a

o0

A (a frente)

(B atrds, completamente
oculta por A)

o0

O

B (a frente)

(A atrds, completamente
oculta por B)

b) A profundidade do primeiro minimo sera igual a magnitude de A sub-
traida da magnitude total, pois a estrela B estard completamente
oculta. Com isso, podemos comparar as magnitudes utilizando a Equacao

de Pogson:
F
A;m‘i =Mma — Myot = —2,5 log A
Ftot
L4
4rd?
A =—2,51 e
P 08 Ltot
4rd?

Como a distancia das duas estrelas sdo essencialmente iguais:

L
A ri — —2,5 lo
P & Ltot
Ltot
Apri =2,5log T
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7.8. a)

Para calcularmos a profundidade do segundo minimo (Ag..), podemos
utilizar o0 mesmo método com Ag.. = mp — Myor. Assim:

Agec =MmpB — Mior = —2,510
B tot = gFmt

Ly,
Agee = 2,510g ot
B

Como Liot = La + Lp, podemos reescrever as expressoes encontradas
no item b) da seguinte forma:

= 25l0g 4WR?40T4 + 47TR2BO'T4
Ay 47rR1240T;1‘

O enunciado diz que Ry = = R, entao podemos desenvolver a
expressao da seguinte forma.

4rR%0(T% + Th
Ap”-:2,5log( i (T + B)>

4rR20T%

4
Apri = 2,5log (1 + <TB> )
Ta

Substituindo os valores das temperaturas, encontramos A,.; = 3,83 mag.
Ja para o segundo minimo:

Agee = 2,5log (1 + <TB) )

Substituindo os valores, obtemos Ag.. = 0,03 mag.

Utilizando a Terceira Lei de Kepler:

4’/’1’2 3 P2GM

.GM:>Q 472

Substituindo os valores informados na questao (no SI):

o i/(2,218573 T24-60-60)2-6,67-10-11-0,8- 1,99 - 10%
- 472

Assim:

a=4,62-10° m = 0,031 UA
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b) A velocidade em uma érbita circular é:

27r
V= —

P

Como calculamos r no item anterior e o enunciado nos forneceu P:

27 - 4,62 - 10°
_ ) —[152 &
YT 2218573 - 2460 - 60

¢) O fluxo da estrela quando nao esta ocorrendo o transito do exoplaneta

pode ser escrito como:

AT R20T* R%cT*
b= —h="5"

Desprezando uma possivel luminosidade do exoplaneta, temos que o
fluxo durante o transito é:
P R20T* 20T
R
Agora, conseguimos relacionar a queda do fluxo de uma estrela com a

razao dos raios. Dividindo os fluxos:

R*cT*  r20T*

[ - 2
F, R?cT*
42
Reescrevendo:
B _ R -’ 5_1_(1)2
Fy,  R? F R
Ou seja:

r_ B
R F,

Pelo grafico, podemos estimar a razao entre o fluxo no transito com o
fluxo normalizado como 0,975. Substituindo na equacao:

,
7= V/1-10,975 = (0,158

d) Utilizando a relagéo do item passado, r = 0,158 - R. Pelo enunciado,

R = 0,85 Ry, logo: r = 0,134 Ry = 9,41 - 10* km. Um planeta desse

tamanho sé pode possuir uma composicao gasosa'l.

HPara comparacio isto equivale a quase 15 vezes o raio da Terra, ou 1,32 vezes o raio de

Jupiter
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e) A massa da estrela vale 0,8 Mg, e o planeta possui uma distancia orbital
de 0,031 UA. Assim, o planeta estd na seguinte posicio no grafico:

B
Tidal Locking Limit / Rocky Planet Region
A
@ 10 Sun - el '
% [ © y Solar System r .
= | ® Habitable Zone / /
| : A/
s
/
/’
4
Vd
M /
: /
. /
. /
2
. 4

Orbital distance (AU)

Logo, ele nao esta na zona habitavel.

7.9. a) Quando as velocidades radiais dos dois corpos coincidem, elas sdo iguais
a velocidade do centro de massa do sistema. Isso pode ser observador
pela figura 7.21, em que a situacdo em questao estd representada pela
letras A ou C. Assim, observando a intersec¢ao das curvas no grafico,
obtemos vopr = —20 km/s, i.e. o sistema estd se aproximando de nés.

b) Como a estrela 1 é mais massiva que a estrela 2 (enunciado), temos
que a sua curva é aquela que possui velocidade radial v; = 120 km/s
na intersec¢do com o eixo y. Ainda, v = —175km/s nessa situagao.
Perceba que essa intersecgao representa a situagao em que as velocida-
des radiais sdo méximas (para 1) e minimas (para 2). Assim, podemos
encontrar a velocidade de 1 e 2 com relagao ao centro de massa por:

viea = 120 — (—20) = 140 km/s

voom = —175 — (—20) = —155 km/s

Ou seja, a estrela 1 possui velocidade 140 km/s com relagdo ao centro
de massa quando cruza o eixo y. Porém, como o préprio centro de
massa estd se aproximando com vey = —20 kin/s, a velocidade radial
observada de 1 fica somente 120 km/s. O sinal negativo de vocps néo
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possui uma relevancia muito grande, ji que s6 nos interessamos por
seu moédulo. Agora, como as estrelas orbitam o centro de massa:

mq |’UQCM| 155
— = == —]1,107
mo |U10M| 140

¢) Pela paralaxe, podemos calcular a distancia ao sistema:

"
dlp] _ 1" 149,25 pe
1pc p["]

Como a estrela 1 é mais fria e maior que a outra componente, a maior
queda de fluxo ocorrerd quando ela eclipsar a estrela 2. Nessa situagao:

Fy = 074 - Fiot

Onde esse 0,4 foi obtido pelo grafico. Com isso podemos comparar a
magnitude de 1 com a do sistema pela equagao de Pogson:

F
my — Mot = —2,5log ( ! ) =—-25log04
Ftot
Pelo enunciado, my,; = 9,64. Assim, obtemos m; = 10,635. Entre-
tanto, queremos encontrar a magnitude absoluta. Assim, pelo médulo
de distancia:

ml—M1=5logd—5:»M1=

Se o fluxo da estrela 1 é 40% do total, o da estrela 2 serd Fr = 0,6 F}y,
assim podemos realizar o mesmo procedimento que fizemos para 1 para
encontrarmos sua magnitude absoluta. Por Pogson:

E
Mo — Mot = —2,5log (F2 ) = —2510g 0,6 = my = 10,195

tot

Assim, pelo médulo de distancia:

M2=m2—5logd+5=

7.10. a) Como a massa de prova possui massa desprezivel, M e m realizam
Orbitas circulares em torno do centro de massa comum. Pode-se inferir
pelo enunciado que um corpo localizado em qualquer um dos pontos de
Lagrange deve possuir o mesmo periodo P que M e m para permanecer
em repouso em relacao a esses corpos. Isso s6 é possivel se essa massa
desprezivel também orbitar o centro de massa de M e m.
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Quantitativamente, basta aplicarmos a Terceira Lei de Kepler para siste-
N . 27
mas bindrios para encontrarmos a velocidade angular w = 7

P? 472 472 s G(M+m) G(M +m)
e = == o=y
D° GM+m) P2 D3 Dd

b) A imagem abaixo representa a situagado. De acordo com o Exemplo 1,

sabemos que a distancia entre M e o CM é D e que a distancia m

N M+m
eo CM é D. Agora, vamos analisar a forca resultante na massa
M+m
de prova p (< M, m).
D
M. A | m . '.
® M _ ;i ;u?
S om . .-';
" p M Sood
M +m M +m

Figura 7.33: Segundo ponto de Lagrange

Pela Segunda Lei de Newton em p:

FM+Fm:ch

GM G
Onde Fy; = ﬁ é a forga gravitacional de M em p e F,, = :;'u é

a forga gravitacional de m em p. Agora, perceba que u realiza uma érbita

circular de raio < D+ d) em torno do CM com velocidade angular

w. Assim, a resultante centripeta é:

M
o = W D+d
Rep = pw <M+m *

Juntando essas equagoes e utilizando o resultado do item a), temos:
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GM Gm GM+m) [ M
(D+d)2+?_ D3 <M+mD+d>
Reescrevendo:
M m M (M+m)d

7+

D+d? & D

D3

Agora, vamos utilizar o fato que d < D (dado no enunciado) para chegar-
mos em uma resposta aproximada. A conhecida aproximacao de Taylor
nos diz que (1 + )" ~ 1+ nz para ¢ < 1. Desse modo, vamos manipular
o termo da esquerda para ele ficar no formato (1 + algo)®*Poente;

M M M -
(D+d)2_D2 L. d 2 D2 D
(1+5)
M A\ M 2d

Agora, como d < D, podemos fazer D2 (1 + D) ~ D2 (1 — D).
Com isso:

M 2\ m M (MAm)d

D? D a2 D2 D3
Reescrevendo:

2Md m Md md
D8 @ 2t D s

Multiplicando ambos os lados por d?, obtemos:

m = (3M + m) <g>3

Por fim:

m 1/3
d=D | ———
<3M—|—m>




Apéndice A
Cosmologia

Desde os primérdios da existéncia humana, a origem de tudo foi tratada um
grande mistério. Nesse ambito, a cosmologia procura compreender o universo
desde o seu “nascimento” até um futuro distante a partir de modelos fisicos e
matematicos. Com a passagens dos séculos, a humanidade foi aprimorando as
técnicas utilizadas para tal andlise até, mais recentemente, Einstein desenvol-
ver sua teoria da relatividade geral, a qual é utilizada até hoje no estudo da
cosmologia.

Descobertas fisicas e astronémicas foram fundamentais para, em conjunto,
darem luz a caracteristicas do nosso universo. A seguir, iremos estudar alguns
dos fundamentos desse estudo.

A.1 Lei de Hubble-Lemaitre

A Lei de Hubble-Lemaitre afirma que o universo estd expandindo para longe
de nés com uma velocidade proporcional & distancia de um ponto no universo
até a Terra. Apesar de tal descoberta geralmente ser associada ao astronomo
Edwin Hubble, Lemaitre havia a deduzido a partir das equacoes da relatividade
geral cerca de dois anos antes de Hubble, este que foi o primeiro a comprova-la
empiricamente. Vamos lembrar das duas principais chaves que possibilitaram
que Hubble determinasse as velocidades radias e as distancias de galdxias.

A primeira chave foi a relagao periodo-luminosidade encontrada pela astronoma
Henrietta Leavitt em 1912. Essa relacao fornecia um valor para a luminosi-
dade de certas estrelas varidveis, conhecidas como cefeidas, em funcao de seus
periodos de variagao de brilho, que podiam ser observados da Terra. Medindo
o fluxo de tais estrelas, seria possivel encontrar a distancia delas até nds. Desse
modo, Hubble calculou a distancia de certas galaxias até a Terra através das
cefeidas contidas nelas.

435
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A outra chave foi o trabalho de Vesto Slipher, que foi um dos pioneiros a
utilizar o redshift de galdxias para calcular suas velocidades radiais.

Com essas ferramentas em maos, a ideia de Hubble foi de procurar uma
relagao entre as velocidades radiais e as distancias de galdxias. Plotando os
valores encontrados no grafico da figura A.1, ele observou uma relacao linear
entre v, e d para inumeras galdxias, que ficou conhecida como Lei de Hubble-
Lemaitre. Ele publicou a sua descoberta em 1929.

+ 1000 KM

o n*PARSECS 2210® PARSECS
Figura A.1: Gréfico Velocidade de Recessao (km/s) vs Distancia (pc)

Hubble representou a linearidade de v, e d através da equagao:

onde

e v,: velocidade radial de recessdo, normalmente em km s~!;

e Hy: constante de Hubble. Seu valor atual® é cerca de 67,8km s~ Mpc™?

(dimenséo de inverso do tempo);
e (: distancia a galdxia, normalmente em Mpc.

Vale lembrar que nem todas as galaxias obedecem a Lei de Hubble-Lemaitre.
Para galaxias préoximas da Via Lactea, a atracao gravitacional influencia a ve-
locidade de afastamento delas. Por exemplo, a velocidade radial de Andréomeda
vista da Terra é cerca de —300km/s, ou seja, ela estd se aproximando de nds.

1A constante de Hubble varia com o tempo. i.e. nio é constante.
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Estamos no centro do universo?

Um equivoco gerado pela superficial compreensao da Lei de Hubble-Lemaitre
é que, por consequéncia do afastamento das galaxias de néds, a Terra estaria no
centro do universo. No entanto, o proprio carater mateméatico dessa lei mostra
que esse nao é o caso, como iremos demonstrar. A imagem a seguir ilustra a
Terra e outras duas galdxias A e B.

B

Terra

Figura A.2: A Terra e duas outras galdxias

Em relagao a Terra, as velocidades de afastamento das galdxia A e B sao,
respectivamente:
17,4 = Hof'A e 773 = H()FB

Com isso, podemos calcular a velocidade radial ¥ de B quando vista de A.
Assim, no referencial de A, temos:

—

’l_)'Z’UB—’l_fA

Substituindo os valores de ¥4 e ¥p:

U= Hor'g — Ho'a = Ho(T — T4)

Mas como o mdédulo de ¥ — 74 é a distancia entre A e B, temos que um
observador em A também veria B se afastando com uma velocidade proporci-
onal a distancia entre essas galdxias. Desse modo, pode-se perceber que a Lei
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de Hubble-Lemaitre é universal, ou seja, funciona para qualquer observador.
Isso prova que nao existe um referencial especial, i.e. nao existe um “centro do
universo”.

Tempo de Hubble

A partir da Lei de Hubble-Lemaitre, podemos encontrar uma estimativa
para a idade do universo. Considerando que o universo é uma esfera que surgiu
no Big-Bang (¢t = 0) e, desde entao, vem expandindo com uma velocidade cons-
tante de acordo com a constante de Hubble atual, temos a seguinte situagao:

t=20 t =1y

Figura A.3: Estimando a idade do universo

Onde tg seria a idade atual do universo. Como assumimos que a velocidade
v é constante, o raio do universo é d = vty. Entretanto, pela Lei de Hubble-
Lemaitre, temos que v = Hyd. Juntando esses resultados:

o9 _ 4 _| L
O7 VT Hod | Hy

Utilizando 67,8km s~ Mpc™!, obtemos ¢y ~ 14,4 bilhdes de anos, o que é
bem préximo do valor calculado mais recente encontrado de 13,8 bilhoes de anos.

A.2 Redshift Cosmolégico

Existem trés principais causas de redshift:

e Dois corpos com velocidade radial entre si nao-nula. Esse é o caso que
vemos no nosso dia a dia, como em carros de férmula 1.
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e Campos gravitacionais. O redshift relacionado a essa causa é conhecido
como redshift gravitacional.

e Expansao do universo. O redshift relacionado a essa causa é conhecido
como redshift cosmolégico.

Para o redshift cosmoldgico, basta relacionarmos a Lei de Hubble-Lemaitre
com a expressao comum do efeito doppler, seja este relativistico ou nao. Desse
modo:

Redshift cosmolégico nao-relativistico

A expressao nao-relativistica do efeito doppler nos diz que:
AN v
B )\0 h C

Pela Lei de Hubble-Lemaitre, v, = Hyd, logo:

z

A\ Hd

z

)\() C

Redshift cosmolégico relativistico

A expressao relativistica do efeito doppler pode ser escrita em duas formas
principais. A primeira delas dé o redshift para uma velocidade radial v,.:

N CE
c— vy
J4 a segunda? d4 v, para um dado redshift z:

(1+2)?2-1
(142)2+1

Pela Lei de Hubble-Lemaitre, elas podem ser reescritas como:

c+ Hyd
2= —=X -1
C*Hod

vV =C

2 As expressoes sdo fundamentalmente idénticas, basta realizar uma manipulacio algébrica
para converté-las, assim como vimos no terceiro capitulo.
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Paralaxe

A paralaxe é a diferenca na posicdo aparente de um objeto fixo quando
observado por dois observadores em lugares distintos. Um experimento bem
simples que ilustra esse conceito pode ser realizado de acordo com a imagem
abaixo. Apesar da mao estar fixa, o observador, que é o olho aberto, estd
mudando de posigao, fazendo com que a imagem da mao apresente posicoes
aparentes distintas.

visto pelo olho esquerdo visto pelo olho direito

1 inkiaRia

Figura B.1: Paralaxe

Essa variagao da posicao relativa de objetos fixos gracas a mudanca da
posicao do observador é especialmente 1til para determinarmos distancias, as-
sim como ilustrado pelo exemplo abaixo.
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Exemplo 1:

Em um terreno plano, um estudante quer determinar a altura de uma mon-
tanha sem precisar escald-la. Inicialmente, ele mede que o angulo entre o topo
da montanha e o solo é #y. Apds andar Az na direcao da montanha, o va-
lor desse angulo vira 8. Assim, calcule a altura da montanha, assim como a
distancia inicial do aluno até ela.

Solucao

Podemos representar essa situagao no seguinte desenho:

S Az

Figura B.2: Exemplo 1

Pela imagem, temos as seguintes relacoes:

tan 6 h
1n =
°T s+ Az
€
h
tanf; = —
anf S

Podemos manipular essa equagoes para encontrarmos h:
h = tanfy(Az + s)

h
Como s = ——, temos:
tan 6y

h = tanfy(Az +

)

tanﬁf

Reescrevendo:

b A tan 6 tan 0

p—o 70T
tanf; — tan by
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Agora, podemos achar a distancia d = s + Az que o aluno estava da mon-

h
tanha no inicio. Perceba que tanfy = = logo:

d— Ax tan 6y
tanfy — tan 0y

Dando um passo além, podemos determinar a distancia de estrelas até a
Terra através da paralaxe. Considerando a érbita da Terra em torno do Sol
como circular, a posicao aparenta da estrela varia de acordo com a translagao
da Terra. A imagem abaixo ilustra tal variagao.

Posicao A
(<> T X g
e ’ Objeto ) Tl
- : s
Posicao B
Fundo
Visao A Visdo B

B Ed E3

Figura B.3: Paralaxe de um astro

Assim, ao longo de um ano, a posicao da estrela observada por nés ird oscilar
em torno de dois pontos “limites” que ocorrem quando o angulo entre a estrela
e 0 Sol vistos da Terra é 90°. Assim, o &ngulo de paralaxe p é definido como
metade do deslocamento angular da estrela.
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Estrelas fixas

Terra d Estrela

Figura B.4: Paralaxe heliocéntrica

De acordo com a figura, temos:

1UA
d

Ademais, como d > 1 UA para todas as estrelas além do Sol, p < 1. Desse
modo, podemos aproximar senp = p [rad]. Assim:

senp =

1UA
plrad] = m

Entretanto, é comum utilizarmos a unidade parsec para medirmos a distancia
até as estrelas. Um parsec, 1pc, é definido pela distdncia de uma estrela de
paralaxe 1”7, tanto que seu nome origina da palavra parallax second. Assim:

o LUA

1pc
Como 3600” = 1° e 180° = wrad, temos:

Lo LUA 36007 1807
pe= 1/ 1# wrad

O radiano nao possui dimensao, logo:

3600 - 180
1pc = — UA ~ 206265 UA
™
1 1
Sabemos que lrad = 3600 180 segundos de arco. Sendo k = M,
m T
temos:
[rad] = 1 "]
p =% D
e
d[UA] = kd [pc]

Ou seja:
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frad] = 1UA 1 ] 1UA
PR =Gm0A] 7 kP T kdpd
Reescrevendo:
] 1UA
p =
d [pc]
Mas, pela definicao de parsec:
,  LUA
~ 1pc
Dividindo essas equagoes:
pl’] _ 1pc
17 d [pc]

Que é a equacao fundamental para encontrar a distancia até um astro
como funcao de sua paralaxe. Ainda, é comum medir p pela unidade mas =
103 segundos de arco, em que mas significa milissegundo de arco.

Exemplo 2

Apo6s meses de observacao, a astronoma Millenia calculou o deslocamento
angular aparente méximo da estrela Polaris (&« UMa) no céu, encontrando 14,3
mas. Assim, calcule a distancia desse astro até a Terra, em parsecs.

Solucao
Ja que o angulo de paralaxe é a metade do deslocamento angular aparente
méximo da estrela, p = 7,15 mas = 7,15 - 10~3 arcsecs.

Logo:

»

~pc = 140,0 pc

d - -
[Pl = 500715

Vale ressaltar que, mesmo com a tecnologia dos dias atuais, é significativa-
mente dificil medir a paralaxe de estrelas que distam mais de 100 pc de nos.
Desse modo, alternativas como o médulo de distancia costumam ser mais uti-

lizadas.



Apéndice C

Orbitas dos Planetas

Neste apéndice, vamos estudar algumas caracteristicas importantes das érbitas
de planetas. Iremos analisar o sistema solar, porém todos os conceitos se apli-
cam para qualquer sistema.

C.1 Planetas Interiores e Exteriores

Um conceito importante na astronomia é o de planeta inferior e exterior.
Utilizando a Terra como referéncia, definimos um planeta como inferior se seu
raio orbital for menor que o da Terra. Por outro lado, caso o raio orbital de
um planeta seja maior que o da Terra, ele é chamado de exterior. Desse modo,
temos:

e Planetas interiores: Merctrio e Vénus;

e Planetas exteriores: Marte, Jupiter, Saturno, Urano e Netuno.

C.2 Inclinagao da Orbita

Uma caracteristica interessante do Sistema Solar é que as érbitas de todos os
seus planetas estao essencialmente alinhadas. Isso significa que, independente
do local de observacao na Terra, iremos ver todos os planetas praticamente

alinhados, assim como pode ser observado nas duas imagens abaixo!.

LA é6rbita da Lua em torno da Terra também é bem alinhada com tal plano.

445
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Figura C.1: Inclinagdo da érbita

Figura C.2: Inclinagao da érbita

Utilizando como referéncia a orbita da Terra em torno do Sol, podemos
definir a inclinacao da 6rbita de um planeta como o angulo entre as drbitas
do planeta e da Terra. No caso, o arco laranja nas imagens acima representa
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a Ecliptica, que nao passa da projetagao da orbita da Terra na esfera celeste.
A imagem abaixo ilustra as inclinagoes das orbitas de cada planeta - como
esperado, todos os valores sao proximos de 0.

Saturn Plano da
3.4° Ecliptica

Figura C.3: Inclinagao da érbita

C.3 Inclinacao do Eixo de Rotagao

A inclinagao do eixo de rotagdo de um planeta (representado pelas letras
e ou ¢) mede o angulo entre o seu equador e a ecliptica, assim como pode ser
observado na imagem abaixo para a Terra.

Eixo de
rotagao

---23°27"

Plano da
Ecliptica

Equador

Figura C.4: Inclinacdo do eixo de rotagao
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Note que os planetas com inclinagao ¢ < 90° giram no sentido anti-horario
quando vistos de cima, ja planetas com ¢ > 90° giram no sentido contrario,
assim como representado na seguinte imagem:

Terra: 23° Urano: 97° Vénus: 177°

S D&

Figura C.5: Inclinagao do eixo de rotagao

Por fim, a imagem abaixo mostra as inclinacoes dos eixos de rotacao de cada
planeta.

G .
=

ecliptica "_ Vi \ )7
25° 23,5°177°

Figura C.6: Inclinagao do eixo de rotagao

C.4 Precessao e Nutacao

A precessao e a nutacao sao dois tipos de movimentos que estao presentes em
todos os corpos que giram em torno de si, como um pedo ou a Terra (rotacdo).
A precessao é caracterizada pela rotacao do préprio eixo de rotagao do corpo
em torno de um segundo eixo. No caso da Terra, seu eixo de rotagao € a prépria
reta que liga os polos norte e sul. Por outro lado, o eixo de rotagao associado a
precessao é a reta que liga os os polos eclipticos. A imagem abaixo ilustra
isso.
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Ecliptica

Eqg. Celeste

Figura C.7: Precessao da Terra

Desse modo, a precessao possui duas consequéncias principais:

e A posicio do PCN no céu muda ao longo do tempo? (atualmente, ele
estd préximo de Polaris). Isso faz com que as coordenadas equatoriais
dos astros também varie;

e As coordenadas eclipticas dos astros nao sao afetadas pela precessao. Por
outro lado, as coordenadas eclipticas do PCN e do ponto vernal sao.

A nutagio é caracterizada por uma pequena oscilagdo do PCN em torno
do circulo de precessao com um periodo de 18,6 anos, assim como representado
pela imagem:

20 periodo de precessio da Terra é cerca de 26000 anos.
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Figura C.8: Nutagao da Terra

C.5 Configuracoes Planetarias

Caso um observador fosse colocado “acima” (no Polo Norte Ecliptico) do
sistema solar, ele eventualmente veria os planetas em algumas posicoes espe-
ciais entre si. Tais posigdes recebem o nome de configuragoes planetarias.
Utilizando como referéncia a Terra, elas sdo:

Conjung¢io

Conjuncdo inferior
Conjung3o superior
Maxima elongacio leste
Maxima elongagdo oeste

Quadratura leste Quadratura oeste

Oposicdo

Figura C.9: Configuragoes Planetarias
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Desse modo, definimos a elongagao como o angulo entre um planeta e o Sol
quando vistos da Terra. Perceba que a elongagao dos planetas exteriores pode
ser qualquer dngulo entre 0 (conjungdo), 90° quadratura e 180° (oposic¢ao). Por
outro lado, a elongacao dos planetas inferiores nunca ultrapassa um valor ®,qz
chamado de elongacao méaxima. Vamos calcular esse valor em fungao do raio
orbital R; do planeta. Temos a seguinte imagem:

0,.’!1?;3,0,:1: e
/

Figura C.10: Elongagao méaxima

Perceba?:

Sen Qyqr = LG = | Omazr = sen~! LG
Rg 1UA

Para Mercurio:

Ry = 0,387UA = Omazr—M — 22,80
Ja para Vénus:

Ry = 0,723UA = Omaz—V = 46,30

Desse modo, note que Vénus e Merctrio sempre estardo préximos do Sol,
assim como pode ser observado na figura C.2.

3Estamos desprezando a excentricidade e a inclinacio das érbitas dos planetas.



Apeéndice D
Analema

Um fenémeno muito curioso acontece quando tiramos diversas fotos do Sol
ao longo de um ano em um horério e local definidos. Sobrepondo as imagens, o
Sol ndo aparece sempre na mesma posi¢do no céu, e sim, ele forma uma figura
muito peculiar conhecida como analema.

Figura D.1: Analema

Essa figura é resultado da combinacao de dois fatores independentes: a
obliquidade da ecliptica e a excentricidade da 6rbita da Terra. Para
entendermos o porqué do formato do analema, precisamos compreender como
essas caracteristicas da drbita terrestre interferem no movimento anual do Sol.

452
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Nesse ambito, é conveniente analisarmos dois eixos do analema: um perpendi-
cular e outro paralelo ao equador celeste.

A variacdo da posigdo do Sol ao longo do eixo perpendicular ao equador
celeste ocorre exclusivamente pela variacao da declinacao do Sol ao longo do
ano, que é um resultado da obliquidade da ecliptica.

Ja a variagao da posicao do Sol ao longo do eixo paralelo ao equador celeste
ocorre exclusivamente pelo efeito da equacdo do tempo, que é resultado tanto
da obliquidade da ecliptica quanto da excentricidade da 6rbita da Terra.

Dessa maneira, vamos analisar com calma cada um desses efeitos individu-
almente para entao estudarmos a combinagao de ambos.

D.1 Efeito da Variacao da Declinacao do Sol

Como comentado no capitulo 5, o Sol percorre sua trajetéria anual sobre a
ecliptica, que é a projegao da 6rbita da Terra no equador celeste, assim como
ilustrado pela imagem abaixo.

PCN

Equinéciode ~__L.ee
Setembro—y PR Solsticio de
- unho

Equador
Celeste

Solsticio de N
Dezembro\)’ Equinécio de

Margo

Ecliptica

PCS
Figura D.2: Trajetéria anual do Sol
A inclinagdo de e entre a ecliptica e o equador celeste faz com que a de-

clinagao do Sol §; varie anualmente entre —e e +¢, ou seja, como € = 23°27/,
a declinagao possui o seguinte intervalo: —23°27" < o < +23°27'.

Utilizando trigonometria esférica, é possivel encontrar equagoes que descre-
vem a declinagao do Sol como fungao do tempo. Fazendo isso, obtemos algo
como:
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30
20 < I ™\
/ Solsticio \
10 B
p= 0 ___ Equindcios, — L\
o
g 22 pbr 224un 22jago 22 fout 22flez
S 10
%
& N
20 ~
30

Dia do ano

Figura D.3: Declinacao do Sol em fungao do tempo.

Essa mudanga da declinacao do Sol ao longo de um ano pode ser percebida
por observadores na Terra. Temos que o Sol ird oscilar ao longo do eixo per-
pendicular ao equador celeste, com declinagao indo de —23°27" até 23°27'. As
seguintes imagens representam essa variagao:

Equador Celeste

Figura D.4: Planificagao da variacao anual da posicao do Sol ao longo do eixo
perpendicular ao equador celeste
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Zénite

23°27,

Equador
Celeste

Nadir

Figura D.5: Mudanga da declinacdo do Sol ao longo de um ano

Se nao fosse pelo efeito que iremos estudar a seguir, o analema seria sim-
plesmente uma reta. Agora, vamos entender como se dd o movimento do Sol
no eixo paralelo ao equador celeste.

D.2 Efeito da Equacao do Tempo

Como comentado no capitulo 6, o tempo solar verdadeiro (que é baseado no
angulo hordrio do Sol verdadeiro) difere do tempo solar médio (que é baseado
no angulo horario do Sol médio) ao longo do ano de acordo com a equagao do
tempo.

A equagao do tempo é um resultado tanto da excentricidade da Terra quanto
da obliquidade da ecliptica. Os gréaficos abaixo representam o efeito de cada
um desses fatores individualmente e o resultado da combinacao deles.
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Efeito da excentricidade Efeito da obliquidade
daTerra da ecliptica

. / /\
o 500 100 150 200 250 300 350 100 150 %200 25 300 35\
-4 -3

-6

-8 -10

Efeitos combinados:
Equaciao do tempo

A
15
jul
5
N
50 150 200 50 300 35%
-5
=10
=15

Figura D.6: Equagao do tempo

=

)

Como o conceito de analema é tirar fotos sempre no mesmo horario, de-
vemos perceber que esse horério refere-se ao tempo solar médio (pois é nele
que o tempo civil é baseado). Dessa maneira, como o tempo solar verdadeiro
difere do tempo solar médio ao longo do ano, o Sol possuird um angulo horério
diferente a cada foto e, portanto, estara “atrasado”ou “adiantado”em relacao
ao Sol médio, dependendo da época do ano.

Perceba pelo grafico dos efeitos combinados na figura D.6 que a equagdo do
tempo possui um valor méaximo e um valor minimo. O valor minimo ocorre
um por volta de 11-12 de Fevereiro e representa o Sol verdadeiro 14min6s a
leste do Sol médio. J4 o valor maximo ocorre por volta de 31 de Outubro —
1 de Novembro e representa o Sol verdadeiro 16min33s a oeste do Sol médio.
Portanto, note que ha uma assimetria na “amplitude”da equacao do tempo.

Dito isso, podemos concluir que, com o passar do ano, um observador vera
o Sol variando sua posi¢ao ao longo do eixo paralelo ao equador celeste, indo
de ETym a leste do Sol médio até ET,4x a oeste do Sol médio.
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ET,m ET . Equador Celeste

—I

Sol

médio

Leste «<—e—= Qeste

Figura D.7: Planificagao da variacao anual da posicao do Sol ao longo do eixo
paralelo ao equador celeste

Figura D.8: Eixo paralelo ao equador celeste

D.3 Efeitos Combinados

Agora que entendemos os efeitos da variagdo da posigdo do Sol em cada
eixo, podemos finalmente compreender o formato do analema. Plotando em
um grafico, obtemos:
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s Analema
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Figura D.9: Gréfico declinacgao versus equacao do tempo de um analema.

Note que a variagao da declinagcdao é maior do que a variagao da equagao
do tempo, fazendo com o analema fique mais “esticado”’no eixo perpendicular
ao equador celeste. Além disso, lembre-se que, como vimos pela figura D.4, o
equador celeste é a mediatriz do segmento que liga o ponto de maior declinagao
do Sol ao ponto de menor declinacao. Vale lembrar que essas extremidades
representam os solsticios. A imagem abaixo ilustra a assimetria do analema
com mais clareza:

. »~linha da ascensdo reta do Sol médio
Solsticio

i1 %e Junho
ul S Jun 1 5 = +4¢e

» .
oo, ooo°°°°°° Mai 1
%094 00
§wdlq Set 1
¢ °
Abr1_ 00 °°°°o°°°
w°°°°° “°°°o°
e 00 00, 5 = Oo
00° s ] 0o,
09 \Equlnomo Equinocio J 00 .
N 0
de Margo de Setembro Out 1
Mar 1
Fev 1 Nov 1
%000, 00
90005, 00090
9999900000000@0 04 120000000000809%%° 0 = —&
Jan 1 A Dez 1 -
Solsticio de
Dezembro

Leste «—e—= Qeste

Figura D.10: Assimetria perceptivel em ambos os eixos do analema.
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Na imagem acima, além da assimetria do analema, é mais facil notar que
a declinagao do Sol varia de —e até +¢ e que os equindcios (6o = 0) ocorrem
onde a figura do analema intersecta o equador celeste, sendo que o Equinécio
de Marcgo ocorre mais a leste do que o equindcio de Setembro.

Vale ressaltar que a “barriga” menor do analema ocorre inteiramente no he-
misfério celeste Norte, logo sua extremidade estd situada no solsticio de Junho
(quando 6 = +e).

Portanto, agora que conhecemos melhor o analema, podemos analisar a
imagem do inicio desse apéndice e desenhar algumas retas e pontos relevantes:

Figura D.11: Retas e pontos relevantes do analema

A primeira coisa a se fazer é tracar uma reta que passe pelas extremidades
(pontos 1 e 2) do analema. Como vimos, essa reta representa o eixo da variagao
da declinagao, ou seja, o eixo perpendicular ao equador celeste.

A partir dessa reta, podemos tracar o equador celeste tracando a mediatriz
do segmento que liga os pontos 1 e 2.

Com as extremidades do analema (pontos 1 e 2) e as intersecgdes do equa-
dor celeste com o analema (pontos 3 e 4), conseguimos marcar a posigdo do
Sol nos solsticios e equinécios. Para identificarmos qual é cada solsticio, basta
lembrar que a extremidade da “barriga”’ menor do analema é o solsticio de Ju-
nho, fazendo com que a extremidade da “barriga” maior ocorra no solsticio de
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Dezembro.

Agora, a identificacdo dos equinécios é um pouco mais complicada. Primei-
ramente, devemos perceber que o analema estd localizado no hemisfério oriental
(isto é, possui azimute 0° < A < 180°), pois a “barriga” menor esté voltada para
cima (ou seja, observador estd no hemisfério Norte) e estd voltada para a es-
querda, indicando que o ponto cardeal Norte esta logo a esquerda da imagem.
Dessa forma, pela rosa dos ventos, o ponto em que o equador celeste toca o ho-
rizonte na imagem é o ponto cardeal Leste. Assim, devemos lembrar que, como
ilustrado na figura D.10, o Equindcio que ocorre mais a leste é o Equinécio de
Margo e o Equindcio que ocorre mais a oeste é o Equinécio de Setembro.

Portanto, na imagem acima, temos:

e Ponto 1: Solsticio de Junho

Ponto 2: Solsticio de Dezembro

Ponto 3: Equinécio de Marco

e Ponto 4: Equinécio de Setembro

Com isso, analisamos completamente as caracteristicas do analema.
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Rel6gio de Sol

Um relégio de Sol consiste de duas pegas principais: um gnoéomon e um
mostrador. A posicao da sombra do gnémon possibilita a identificacao do tempo
solar verdadeiro local (T3 VL), que néo necessariamente é o hordrio que vemos
em nossos relégios'. Neste apéndice, iremos ver dois tipos de relégio de Sol: o
horizontal e o vertical.

E.1 Reldgio de Sol Horizontal

Como diz o préprio nome, um relégio de Sol horizontal (ou “de chao”) é
fixado ao chao, assim como ilustrado na imagem abaixo. Sua principal carac-
teristica é que:

e O gnoémon aponta para o polo visivel (HN — PCN /HS — PCS)

Gnoémon

Mostrador

Figura E.1: Relégio de Sol horizontal. Ele estd marcando 8:30 da manha

INo capitulo 6, falamos disso com mais calma.
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Desse modo, o angulo entre o gnomon e o mostrador é a prépria latitude
do local de observagdo. Agora, vamos aprender a determinar o hemisfério em
que um relégio de Sol estd. A imagem abaixo ilustra um relégio de Sol no
hemisfério norte.

Figura E.2: Relégio de Sol horizontal no HN durante o equinécio

Desprezando a equacdo do tempo e a influéncia dos fusos, podemos ob-
servar duas caracteristicas que devem estar presentes em todo relégio de Sol
horizontal, independente de seu hemisfério.

e Quando o Sol estd nascendo (= 6:00, leste), a sombra do Gndémon aponta
para oeste. Isso implica que as primeiras horas da manha estao na direcao
do oeste;

e Quando o Sol estd se ponto (& 18:00, oeste), a sombra do Gnémon aponta
para leste. Isso quer dizer que as ultimas horas de Sol estao na direcao
do leste.

Desse modo, é possivel encontrarmos as posicoes dos pontos cardeais leste e
oeste somente olhando para as posi¢oes dos horarios préximos de 6:00 e 18:00.
Com isso, podemos determinar a posigao de todos os pontos cardeais. Como o
gndémon aponta para o polo visivel, caso o ponto cardeal na diregao do gnémon
seja o norte, o relégio estd no HN. Por outro lado, caso o gnémon aponte para
o sul, o relégio estd no HS.
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Exemplo 1:

Em que hemisfério estd o relégio horizontal da figura E.17

Solucao

Olhando para o relégio, podemos encontrar as posi¢oes dos horarios 6:00 -
a esquerda do gnomon - e 18:00 - & direita do gnoémon. Desse modo, é possivel
determinar as posigoes aproximadas do leste e oeste, assim como representado
na imagem abaixo.

Leste

19:00

,: 5:00

Oeste

Figura E.3: Exemplo 1

Com isso, pode-se perceber que o gnémon estd apontando para o ponto
cardeal norte, ou seja, o reldgio estd no hemisfério norte.
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E.2 Reloégio de Sol Vertical

Um relégio de Sol vertical (ou “de parede”) é fixado em uma parede de
forma que a sombra do gnémon fique sobre o mostrador vertical, assim como
ilustrado na imagem abaixo. Sua principal caracteristica é:

e O gnémon aponta para o polo oculto (HN — PCS / HS — PCN)

“SOL LUCET OMNIBUS’

Y e m

Figura E.4: Reldgio de Sol vertical. Ele estd marcando 15:00

Assim, o angulo entre o gnémon e a parede em que estd o relégio é 0 =
90° — ¢, assim como estd representado na figura E.5. De maneira andloga ao
que fizemos no caso do relégio horizontal, podemos determinar o seu hemisfério.
A imagem E.6 ilustra um relégio de Sol no hemisfério norte.

Polo
Visivel

»

* A

o)
(7]

€
Polo
Oculto

Figura E.5: Visao lateral de um relégio de Sol vertical
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Figura E.6: Reldgio de Sol vertical no HN durante o equinécio

Desse modo, podemos fazer as seguintes afirmagoes a respeito de qualquer
relégio de Sol vertical, independente de seu hemisfério?:

e Quando o Sol estd nascendo (/2 6:00, leste), a sombra do Gnémon aponta
para oeste. Isso implica que as primeiras horas da manha estao na diregao
do oeste;

e Quando o Sol estd se ponto (= 18:00, oeste), a sombra do Gnémon aponta
para leste. Isso quer dizer que as iltimas horas de Sol estao na direcao
do leste.

Assim, podemos determinar o hemisfério do relégio de maneira andloga ao
que fizemos com o relégio horizontal - basta lembrar que o gnémon aponta para
o polo oculto. Por fim, vale reforcar que a parede de um relégio do Sol vertical
deve estar alinhada com a direcao leste — oeste.

2840 as mesmas do relégio de Sol horizontal.
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Exemplo 2:

Em que hemisfério esta o reldgio vertical da figura .47

Solucao

Podemos determinar as posigoes aproximadas do leste e oeste, assim como
representado na seguinte imagem:

17:00
* 7:00

Leste 16.00 Oeste

8:00

Figura E.7: Exemplo 2

Assim, note que a parede estd virada para o norte, i.e. o PCN é o polo
oculto. Desse modo, o polo visivel é o PCS, e portanto o reldgio estd no
hemisfério sul.




Apéndice F
Movimento Proéprio

Ao contrério do senso comum, as estrelas nao estao fixas no céu, e sim se
movimentando com velocidades altissimas, podendo chegar a centenas de km/s,
pelo espaco sideral. Entretanto, por elas estarem muito distantes da Terra, é ne-
cessario esperar muito tempo para que essas velocidades resultem as alteragoes
significativas de suas posi¢goes quando observadas por nds. Essa variagao das
posigoes dos astros é chamada de movimento préprio.

Dessa forma, o que realmente acontece é algo parecido com:

Viot

Figura F.1: Velocidades de um astro com relagao a Terra

Agora, vamos analisar cada uma das componentes da velocidade total do
astro, a radial e a tangencial.

467



468 APENDICE F. MOVIMENTO PROPRIO

Velocidade Radial

A velocidade radial v,4q nos diz o quao rdpido o objeto se aproxima ou se
afasta de nés. Caso ele esteja se afastando, entao ele tem uma velocidade radial
positiva. Por outro lado, caso o objeto esteja de aproximando de nés, ele possui
uma velocidade radial negativa.

Perceba que a velocidade radial nao resulta em variagoes da posicao do astro
quando visto da Terra, e sim, em mudancas de sua distancia até nés.

O método mais comum de se calcular a velocidade radial de um astro é pelo
redshift, assim como vimos no terceiro capitulo.

Velocidade Tangencial

A velocidade tangencial vy, é a componente da velocidade de um astro
relacionada a mudanca de sua posicao quando vista da Terra, e portanto é a
causa do movimento proprio.

Vamos relacionar o movimento préprio g de um astro, que é a variagao
temporal de sua posigao no céu, com a velocidade tangencial e a distancia de
um astro. Apds um pequeno intervalo de tempo At, temos:

Terra d W gNE
Figura F.2: Relagao entre pu, viqn € d

Temos:

’UtanAt
d + Vpqa At
Como estamos tratando de pequenos intervalos de tempo e grandes distancias,
temos que Af < 1, ie. tan Al =~ Af, e d + v;qqAt =~ d. Assim:

tan A =

'UtanAtL
Al ~
d
Af
Como p = AL temos:
Vtan
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F.1 Movimento Proéprio na Esfera Celeste

Figura F.3: A imagem & esquerda e & direita representam as mesmas regioes
do céu separadas por 20000 anos. O formato da cruz e a posicao de a Cen
(marcada) variam significativamente

Agora, vamos estudar a variagao das coordenadas equatoriais de um as-
tro devido ao seu movimento préprio. Em uma situacgao real, podemos medir
com certa precisao a variagao da declinacao e da ascensao reta de uma estrela
qualquer, como representado na tabela F.4. Apesar de ser intuitivo pensar que
podemos encontrar i somente aplicando um pitagoras entre as taxas de variagao
de a e §, veremos que essa andlise estd incorreta.

Coordenadas de Vega Coordenadas de Altair
Ano | Ascencao Reta | Declinacao | Ano | Ascencgao Reta | Declinacao
2011 | 18h36mb6,43s | 38°47'5,0” 2011 | 19hH0m47,41s | 8°52'10,3”
2001 | 18h36mb56,35s | 38°47'1,6” 2001 | 19h50m47,04s | 8°52'6,4”
1991 | 18h36m56,27s | 38°46°58,2” | 1991 | 19h50m46,67s | 8°52'02,5”
1981 | 18h36mb56,19s | 38°46°54,8” | 1981 | 19h50m46,30s | 8°51'58,6”
1971 | 18h36mbH6,11s | 38°46°51,4” | 1971 | 19h50m45H,93s | 8°51'54,7”

Figura F.4: Variacao das coordenadas de Vega e Altair nas ltimas décadas

Seja A a variagdo da posicdo de uma estrela quando vista da Terra. As
variagdes Aa e Ad associadas a esse angulo podem ser observadas na seguinte
imagem:
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L -]

: AS A -
. oos
A8
o)
Equador Celeste

Figura F.5: Movimento préprio na esfera celeste

Desse modo, perceba que podemos' aplicar um Teorema de Pitdgoras no
triangulo da figura F.6.

(A0)? = (A6)? + (Ax)?

Dividindo ambos os lados por (At)%:

(3) - (3) ()

A6 Ad Ax
Sendo u = A M= A CHe = R temos:
i = i+ pd

11sso s6 é vélido para pequenas variacbes de coordenadas. O correto seria utilizar leis da
trigonometria esférica, porém tal anédlise ndo costuma ser exigida em provas.
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A Ad

0

Ax
Figura F.6: Triangulo nao esférico com as variacoes das coordenadas

Agora, vamos relacionar Az com Aa. Podemos representar o angulo A« da
figura F.5 de quatro maneiras andlogas:

Figura F.7: Relacionando Az e A«

Sendo R o raio da esfera celeste e r o raio da pequena circunferéncia verme-
lha, temos:

Az = rAa
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Aa = RA«

As unidades dessas equagdes estao incorretas, o que é normal quando dize-
mos que a esfera celeste possui um raio R bem definido. Entretanto, como ve-
remos a seguir, essa aparente incoeréncia ira desaparecer. Sendo § a declinacao
do astro, podemos relacionar r e R pela imagem:

Figura F.8: Relacionando r e R

Perceba:

r
cosd = —
R

Agora, dividindo as duas equagtes de antes:

Ar _ T = cosd
Aa R

Ou seja:

A
Por fim, sendo p,, = —a, podemos chegar no resultado final:

At

12 = pj + (pa cos 8)?




F.1. ESFERA CELESTE 473

O termo do cosseno pode ser interpretado de uma outra maneira. Vamos
supor que um observador no hemisfério norte esteja observando o movimento
didrio das estrelas no céu. Um astro de 6 = 0, i.e. que esteja no horizonte do
observador, e outro de § = 80°, irdo ambos dar um volta completa em torno
do eixo de rotacdo da Terra apés cerca de 24h%. Entretanto, o astro de maior
declinagao percorrera um circulo muito menor que aquele do astro no horizonte.
Como ambos os astros possuem declinagoes constantes, o tamanho do circulo
menor serd cos80° = 0,17 vezes o tamanho do circulo percorrido pelo outro
astro. Isso pode ser observado na seguinte figura:

Figura F.9: Relacionando Az e AS (somente quando esses valores sdo peque-
nos.)

Assim como provamos acima, temos:

Ax = ABcosd

20 correto seria um dia sideral, que foi estudado no capitulo 6.
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Exemplo 1

Uma estrela possui velocidade radial v, de 150 km/s e velocidade tangencial
vy de 100 km/s. Qual o dngulo 8 que o deslocamento espacial da estrela faz
com a linha de visada?

Solugao

Basta montar o seguinte esquema:

Figura F.10: Esquema das velocidades espaciais da estrela.

Assim, o dngulo procurado sera

B = arctan (?) = arctan (1,5) ~

t

Exemplo 2

Calcule o movimento préprio (em ”/ano) de Altair na tabela F.4.

Solugao

O movimento proprio em declinagao us pode ser encontrado percebendo que
a declinagao aumentou 15,6” em 40 anos:

1567
" 40 anos

15 = 0,39” /ano
Ja a ascensao reta aumentou 22,2” nesse mesmo periodo. Assim:

22
Ha = 40 anos

= 0,555” /ano
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A ascensado reta diminui 0,37s a cada 10 anos. Isso equivale a 0,37 -15 =
5,55”em 10 anos e logo ue = 0,555” /ano.

Com isso, basta utilizarmos a relagao u? = p2 + (pq cos §)%. A declinagio a
ser utilizada nao é bem definida®, logo devemos utilizar o valor médio (8°52'02,5”)
para minimizar o erro. Desse modo, chegamos em p = 0,673” /ano.

Exemplo 3:

A Estrela de Barnard é a estrela com maior movimento préprio ja desco-
berta. Temos os seguintes dados referentes a ela: paralaxe de 547 mas, ve-
locidade radial -110 km/s, movimento préprio 10,43” /ano e magnitude 9,50.
Assim, determine se em algum momento do universo sera possivel observar esse
astro a olho nu. Considere que a sua velocidade permanece constante e que a
magnitude limite do olho humano é 6.

Solugao

A distancia d até a estrela pode ser calculada pela paralaxe:

1
d[pc] = o 1,828 pc

Podemos converter esse valor para d = 5,64 - 1016 m.

A velocidade tangencial pode ser calculada a partir do movimento préprio.
Primeiramente, temos:

p=10,43" /ano = 1,60 - 10~ *rad/s

Logo:

Vtan = pd = 90,4km/s

Agora, perceba que a situacao de méximo brilho de Barnard ocorrera quando
ela estiver o mais préxima possivel da Terra. Desse modo, basta calcularmos
sua magnitude nesse ponto. Temos a seguinte imagem:

3Isso porque estamos realizando aproximacdes que as variacdes das coordenadas sdo pe-
quenas.
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Ci??li?l

o

Terra

Figura F.11: Esquema da trajetoria da estrela de Barnard ao longo do tempo
até ficar a uma distancia minima d,,;, da Terra

Vamos encontrar o angulo 3:

an 90,4 o
B = arctan |Ut | = arctan ( 110 ) =394
Vrad

Assim, podemos encontrar diin:

dmin = d-sen 8 = 3,58 - 106 m

Para encontrarmos a magnitude nessa distancia minima, basta utilizarmos
a Equacao de Pogson. Como a luminosidade de Barnard permanece constante:

-Lbar
2 d?,.
9,50 —m = —2,5log % = —25log ( Zg") = —2,5log (0,403)
dmd?

=>m:9,50—0,99:

Como o limite de magnitude do olho humano é +6, nunca sera possivel
enxergar a estrela de Barnard a olho nu, considerando apenas seu movi-
mento proprio.

Exemplo 4

Um estudante tenta medir o campo de visao da ocular de seu telescépio
usando a rotagao da Terra. Para tal, o observador aponta o telescépio para
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Vega, desliga o motor de acompanhamento e mede o tempo que Vega leva para
cruzar o didmetro do campo de visdo obtendo o valor At = 5.3 min. Qual o
campo de visao deste telescopio em minutos de arco?

Dados:
e Vega: o =185h e § = +39°
e Dia sideral: Dy;y = 23"56™

Solugao

A situagao pode ser ilustrada pela figura F.9. Nesse caso, o campo de visao
do telescopio é o proprio angulo Az, enquanto o angulo AS é a variacdo da
amplitude de Vega durante o intervalo de tempo At. Como Vega da uma volta
completa em um dia sideral, temos:

At
Dsid
Agora, sabemos que Ax = AS cosd, logo:

AB =27

Az =27 At cos 0

sid

Realizando os cédlculos, obtemos Ax = 0,018 rad = 62’




Apéndice G
Eclipses

A palavra grega ekléipsis significa “desaparecimento”. Na astronomia, o
corpo ocultado é do Sol ou a Lua quando vistos da Terra, caracterizando um
eclipse solar ou lunar, respectivamente. Neste apéndice, iremos compreender os
fatores associados a esses espetaculos astronoémicos.

Figura G.1: Eclipse solar

G.1 Fases da Lua

As fases da Lua sao resultados das configuracoes entre a Terra, a Lua e o
Sol. Desse modo, de acordo com a relagao encontrada no capitulo 6, uma fase
da Lua repete-se a cada cerca de 29,5 dias, que é o intervalo conhecido como
um meés sinddico ou lunagao.

Agora, vamos nomear as fases da Lua. Temos a seguinte figura:
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4
‘—
‘—
1 3 Luz Solar
Polo Norte
‘—
4—
2

Figura G.2: Fases da Lua

Uma caracteristica muito importante com relagao as fases da Lua é que
uma configuragdo fixa entre a Terra, a Lua e o Sol é observada de maneiras di-
ferentes dependendo do hemisfério, assim como ilustrado na figura abaixo para
a fase 4:

A\ A\

Luz Solar Luz Solar

Figura G.3: “Inversao” da Lua

Assim, quando vistas do hemisfério norte, as fases da Lua sdo:
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Quarto-crescente

. Lua crescente
Crescente gibosa

Lua Nova

Lua Cheia

Minguante gibosa .
Lua minguante

Quarto-minguante

Figura G.4: Fases da Lua no HN

Ou seja, na imagem G.2:

1. Lua cheia

2. Lua quarto minguante

3. Lua nova

4. Lua quarto crescente

Com isso, podemos determinar os horarios de nascer o ocaso da Lua em
cada uma de suas fases. Como o més sinédico é muito maior que um dia, po-
demos despreza-lo para tal objetivo. De maneira parecida, iremos desprezar a
translagdo da Terra. Primeiramente, vamos encontrar o horario de nascer da
Lua cheia.

Sabemos que a Terra gira de acordo com a regra da mao direita em torno
de seu eixo, ou seja:
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I 3 Sol_y,

Figura G.5: Encontrando horarios de nascer e ocaso da Lua

Vamos analisar essa imagem. Em 3, o Sol esta a pino, i.e. sao cerca de 12:00,
mas a Lua néo estd visivel. J4 em 4, ji é possivel observar a Lua. Como a Terra
deu um quarto de volta entre 3 e 4, passaram-se 6h desde o meio-dia, logo sao
cerca de 18:00. Isso significa que a Lua cheia nasce aproximadamente' as
18:00. De maneira andloga, ela culmina as 00:00 (ponto 1) e se poe as 6:00
(ponto 2). Realizando um procedimento andlogo para as demais fases da Lua:

’ Fase da Lua Horario do nascer | Horério do ocaso
Cheia 18:00 6:00
Quarto minguante 00:00 12:00
Nova 6:00 18:00
Quarto crescente 12:00 00:00

Faces visivel e oculta

Uma importante caracteristica da érbita da Lua é que ela é sincrona, i.e.
seus periodos de rotagao e translagao sao idénticos. A principal consequéncia
disso é que sempre vemos a mesma face da Lua, assim como representado pela
imagem abaixo.

IEsse valor refere-se ao tempo solar verdadeiro local, que nio necessariamente é igual ao
tempo civil, porém costuma ser préximo.
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Figura G.6: Orbita sincrona da Lua

Na verdade, devido a um efeito chamado de libragao, podemos enxergar
um pouco mais que um hemisfério lunar. Esse efeito consiste de um pequeno
balanceio da Lua, que pode ser visualizado por gifs na internet?.

Por fim, vale ressaltar que a imagem da Lua muda de acordo com a posigao
do observador na Terra. De modo geral, mudangas de um hemisfério para o
outro fazem com que ela fique invertida®, assim como representado pela imagem:

Rio de Janeiro - BR Kyoto - JP

Figura G.7: Mudanga da imagem da Lua dependendo do hemisfério.

2E dificil representé-lo por imagens.
3Tal inversdo nao é perfeita, pois seria necessirio selecionar latitudes e longitudes es-
pecificas.



G.2. ECLIPSES 483

G.2 Eclipses

Como vimos no capitulo 5, a inclinagao da érbita lunar em relagao a ecliptica
é cerca de 5,14°. Por essa razao, nao é em toda fase nova ou cheia da Lua que
hé um eclipse. Para isso acontecer, é necessario um certo grau de alinhamento
entre a Terra, a Lua e o Sol. Agora, vamos estudar melhor cada tipo de eclipse.

Eclipse solar

Quando ha um alinhamento entre os trés corpos celestes em questao, temos
que ou a Terra ou a Lua pode ser o corpo entre os dois outros. Assim, um
eclipse solar ocorre quando a Lua fica entre o Sol e a Terra. O efeito dos raios
solares é produzir duas regioes de sombra: a umbra e a penumbra. A imagem
abaixo representa essa situagao.

PENUMBRA, ORBITA
UMERA

TERRESTRE

Lua”

TERRA .
ECLIFSE TOTAL OREBITA

ECLIPSE PARCIAL LUNAR

Figura G.8: Eclipse Solar

Na regiao do planeta mais escura, contida na umbra, ocorre um eclipse
solar total, j4 que a Lua esta totalmente em frente ao Sol. Por outro lado, na
regidao da penumbra, um eclipse solar anular ou parcial é observado. A
imagem abaixo, representa essas situacoes. Ha ainda um terceiro caso conhecido
como eclipse solar anular que serd estudado a seguir.

Eclipse Solar Anular Eclipse Solar Total Eclipse Solar Parcial

Figura G.9: Tipos de eclipses solares



484 APENDICE G. ECLIPSES

Eclipse solar anular

Dependendo da distancia entre a Lua e a Terra, a projegao do cone de
sombra na superficie terrestre pode ou nao condicionar um eclipse solar total.
Quando essa necessidade nao é atendida, um eclipse solar anular é observado.
A imagem abaixo ilustra a condicdo limite para um eclipse solar total.

ap — Rg

Figura G.10: Condigao limite para um ponto na Terra observar um eclipse solar
total

Agora, vamos calcular o valor méximo da distancia Terra-Lua para que seja
possivel observar um eclipse solar total. Vale ressaltar que d,,., vai da su-
perficie da Terra té o centro da Lua, entao a distancia Terra-Lua é dyq. + Rg
nessa situagao.

De acordo com a figura, temos:

senf = R _ Ro
o dmaa: o Cl@ — R@

Ou seja:

Rr

dmaz = (a0 — R@)F@

Realizando a conta, obtemos dyqz+Re = 3,8-10% m. Assim, caso a distancia
Terra-Lua eventualmente seja maior que esse valor, veremos um eclipse solar
anular. Como a distancia entre esses corpos quando a Lua estd em seu afélio
é doy ~ 4,1-10% m, temos que dpar + Rey < duf. Desse modo, é possivel
observarmos eclipses solares anulares.

Vale ressaltar que, em todo eclipse solar, a Lua estd na fase nova.
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Eclipse lunar

Enquanto o eclipse solar ocorria quando a Lua ocultava o Sol, eclipses lu-
nares acontecem quando a Lua passa pela sombra da Terra. Novamente, é
necessario haver um certo grau de alinhamento entre esses corpos. A imagem
abaixo ilustra essa situagao.

ORBITA . UMBRA
TERRESTRE

ORBITA
LUNAR PENUMBRA

Figura G.11: Eclipse Lunar

H& 3 tipos de eclipses lunares: total, parcial e penumbral. Eles sao
caracterizados por:

e Eclipse lunar total: Lua completamente imersa na umbra

e Eclipse lunar parcial: Lua com partes tanto na umbra quanto na penum-
bra

e Eclipse lunar penumbral: Lua imersa na penumbra sem nenhuma parte
na umbra

A imagem abaixo ilustra esses conceitos.
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ecliptic

“ penumbra

IJI'I'II:\I'ﬂ

1 2 3 4

Figura G.12: Em 1, ndo hé eclipse; em 2, hd um eclipse lunar penumbral,
mas parcial; em 3, h4 um eclipse lunar parcial e em 4, ha o eclipse lunar
total

Vale ressaltar que a Lua fica avermelhada durante um eclipse solar total.
Nessa situacao, toda a luz solar que incide na superficie lunar passou pela
atmosfera terrestre, sofrendo tanto refracao quanto dispersao de Rayleigh. En-
tretanto, a luz vermelha é menos sujeita a esses fatores que a luz azul, fazendo
com que somente ela chegue na Lua. Ainda, eclipses lunares ocorrem quando a
Lua estd em sua fase cheia.

Exemplo 1

A fotomontagem a seguir traz duas imagens da Lua. Qual(is) dela(s) foram
tiradas durante eclipses?
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Solucgao

De acordo com a imagem G.4, nao existe nenhuma fase da Lua que repre-
senta o posicionamento da concavidade da Lua da direita, que estd destacado
na imagem abaixo.

Desse modo, pode-se perceber que a imagem da direita representa um eclipse
lunar, enquanto a da esquerda representa a Lua em sua fase crescente quando
vista do HS.

Eclipses lunares anulares

De maneira analoga ao que fizemos para conferir a possibilidade de existirem
eclipses solares anulares, podemos determinar a existéncia de eclipses lunares
anulares, que ocorrem quando nenhum ponto da Lua estd na umbra. No caso
limite:
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Figura G.13: Condigao limite para a existéncia de eclipses lunares anulares

Pela figura, temos:

senf = Fo = o
dmam a@ + dmam

Reescrevendo:

R
Do =00
(O

Realizando os célculos, obtemos dpe; = 1,39 - 10°m. Como a distancia
dmaz + B > day, a Lua nunca fica longe o suficiente para possibilitar a
existéncia desse eclipse. Desse modo, é impossivel ocorrer um eclipse lunar
anular.



Apéndice H

Angulo Solido

O angulo solido trata-se do equivalente tridimensional do angulo plano. En-
quanto este relaciona comprimentos em uma circunferéncia, o angulo sélido
fornece uma relacao para a area de regioes em esferas.

Enquanto angulos planos sao medidos em radianos, em que 27 rad equiva-

lem a uma circunferéncia completa, a unidade de medida de angulo sélido é o
esferorradiano, cujo simbolo é o sr. A imagem abaixo ilustra esses conceitos.
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Figura H.1: Comparacao entre o angulo sélido e o dngulo plano

Assim como 27 rad equivalem a uma circunferéncia completa, podemos en-
contrar o valor em esferorradianos de uma esfera. Sabemos que a maior area

489
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possivel na superficie de uma esfera de raio r é Agsy = 4mr?. Assim, o angulo
sélido 2,42 associado a essa area é:

47 R?
Qmax = ;72 =47 sr

H.1 Angulo Solido de Cones

A aplicacdo mais relevante do angulo sélido na astronomia esté relacionada
ao cone. Em uma esfera de raio r, inserimos um cone de abertura 26, assim
como ilustrado abaixo.
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Figura H.2: Angulo sélido de cone

A deducao do angulo sélido associado a esse cone ultrapassa o escopo deste
livro, porém seu valor é:

9(0) = 27(1 — cos0) |

Como esperado, (7) = 4msr, que equivale ao angulo sélido de uma esfera
completa.

Essa expressao é especialmente 1til quando o angulo 6 é pequeno, i.e. § < 1.
2

Nesse caso, podemos aproximar cosf ~ 1 — 5 ou seja:
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92
o (1 (1-4))

~ 2
Qpeq ~ 70

Reescrevendo:

Essa equacao pode ser interpretada de outra maneira. Para § < 1, a area
A associada a um objeto de raio p é:

A= nmp?
- . . A
Pela defini¢ao de angulo sélido, 2 = ok logo:
2

T
Qg X —
peq -2
Mas, para 0 < 1, 0 ~ B, logo:

r

~ 2
Qpeq ~ 7l

Como esperado.

H.2 Conversao

E comum medirmos angulos sélidos de objetos do céu em unidades além do
sr. Por exemplo, caso o angulo sélido de um objeto no céu seja muito pequeno,
é mais conveniente utilizar o arcsec?. Outras unidades possiveis para o angulo

sélido sdao o rad? e os graus quadrados. Vamos aprender a converter entre elas.

Por definigdo, 1sr = 1rad®. Como wrad = 180°, temos:

2
180
lsr = () graus quadrados
T

Como 1° = 3600 arcsec, temos:

1 2
lsr = (80 . 36100> arcsec? & 4,25 - 10 arcsec?
m

Exemplo 1

Calcule o angulo sélido compreendido pelo Brasil sabendo que ele possui
8.516.000 km? de drea. Considere a Terra como uma esfera perfeita de raio
6371 km.
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Solucao
Podemos usar a definicao de angulo sdélido:

Apr 8516000

ZBRE 2T 10,2099 sr
RZ  (6371)°

Qpr =

Também seria possivel fazer uma simples regra de trés:

47 R? A
Apr  Br

Que resultaria no mesmo resultado.

Exemplo 2

M74, mais conhecida como Phantom Galaxy, é uma galdxia espiral de for-
mato quase circular na constelacao de Peixes. Sabendo que seu diametro an-
gular vale 10’, calcule seu angulo sélido e sua “drea fisica”, sabendo que ela se
encontra a uma distancia de 9 Mpc.

Solugao

O raio angular de M74 vale metade de seu diametro angular, i.e. 5’. Assim,
podemos calcular seu angulo sélido em arcsec?:

Q=7 (5 - 60)° ~ 282743 arcsec’
180 - 3600)2 )

arcsec”:

Como 1sr = (

™
™

180 - 3600 arcsec

2
) = 282743 arcsec? - ( ) st = 6,65 - 1075 sr

Assim, sua area fisica sera:

A=QR*=6,65-10"°%- (9206265 - 10° - 1,496 - 1011)2 ~|5,13-10*! m?

Onde o raio R da esfera é a prépria distancia de M74 até noés.
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